
HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC 


I - ĐỊNH NGHĨA 


Trước hết, ta nhắc lại bảng các giá trị lượng giác của các cung đặc biệt. 
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Sử duna máv tính bỏ túi hãv tính sin V cos V với là các số sau 

a) Sử dụng máy tính bỏ túi, hãy tính sin X, COSA với X íà các sô sau : 

1,5; 2; 3,1 ; 4,25 ; 5. 
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b) Trên đường tròn lượng giác, với điểm gốc A, hãy xác định các điểm M mà số đo của 

'r\ M . / , _ , 

cung AM băng X (rad) tương ứng đã cho ở trên và xác định sin*, cosx (lây K « 3,14). 


1. Hàm số sin và hàm số côsin 


a) Hàm sô sin 

Ở lớp 10 ta đã biết, có thể đặt tương ứng mỗi số thực X với một điểm M duy 

ry 

nhất trên đường tròn lượng giác mà số đo của cung AM băng X (rad) 
(h. la). Điểm M có tung độ hoàn toàn xác định, đó chính là giá trị sinA\ 


4 





























Biểu diễn giá trị của X trên trục hoành và giầ trị của siinx trên trục tung, ta được 
Hình lb. 



Quy tăc đặt tương ứng môi sô thực X với sô thực sin* 
sin: M —» E 

I H y = sinx 

được gọi là hàm số sin, kí hiệu là y = sinx. 

Tập xác định của hàm số sin là R . 
b) Hàm sô côsin 


A' / 


B 

\ X 

V 

o 

cosx Ịa 



B' 


Hình 2 

Quy tắc đặt tương ứng mỗi số thực X với số thực COSA- 
cos : R —> K. 

X -y = cos X 

được gọi là hàm số côsỉn, kí hiệu là y = cosx (h.2). 
Tập xác định của hàm số côsinlà R. 









2. Hàm sô tang và hàm số côtang 
a) Hàm số tang 

Hàm số tang là hàm số được xác định bới công thức 
sin X 

y = —— (cos X * 0), 

cos X 

kí hiệu là y = tan X. 


Vì cos X ^ 0 khi và chỉ khi X ^ — + kn (k G Z) nên tập xác định của hàm 
số V = tan A' là 

D = R \ ll + kn, k e zỊ. 


b) Hàm sô côtang 


Hàm sô côtang là hàm số được xác định bởi công thức 

COSA" 


y = 


sin X 


(sin.v ^ 0), 


kí hiệu là V = cot X. 


Vì sin.V ^ 0 khi và chỉ khi X ^ kn (k G Z) nên tập xác định của hàm số 
V = cot.v là 

D = M \ { kn, k G z }. 


^2 

" ^Hãy so sánh các giá tri sin.v và sin (-v), COSA và cos(-v). 


NHẬN XÉT 

Hàm số y = sin X là hàm số lẻ, hàm số y = cos X là hàm số chẵn, 
từ đó suy ra các hàm số y = tan X và y = cot X đều là những hàm sô lẻ. 


II - TÍNH TUẦN HOÀN CỦA HÀM số LƯƠNG GIÁC 
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3 

Tìm những số T sao cho /u + T) =fự) với mọi X thuộc tập xác định của các hàm số sau : 
a)/(x) = sin X ; b)/(A') = tanA. 




Người ta chứng minh được rằng T — 2n là số dương nhỏ nhất thoả mãn 
đẳng thức 

sin(x + T) = sin.v, V.v e R (xem Bài đọc thêm). 

Hàm số y = sin X thoả mãn đẳng thức trên được gọi là hàm sô tuần hoàn với 
chu kì 2 tí. 

Tương tự, hàm số V — cos X là hàm số tuần hoàn với chu kì 2tu. 

Các hàm số y = tan X và V = cot X cũng là những hàm số tuần hoàn, với chu kì TU. 


III - Sự BIÊN THIÊN VÀ Đồ THỊ CỦA HÀM sổ LƯỢNG GIÁC 


1. Hàm số y = sin* 

Từ định nghĩa ta thấy hàm số y = sinx : 

• Xác định với mọi X e M và -1 < sin.v < 1 ; 

• Là hàm số lẻ ; 

• Là hàm số tuần hoàn với chu kì 2ĩu. 

Sau đây, ta sẽ khảo sát sự biến thiên của hàm số V = sin.v. 


a) Sự biến thiên và đồ thị hàm sô y - sin* trên đoạn [0 ; 71] 

Xét các số thực Xị , x 2 , trong đó 0 < .Vị < x 2 < . Đặt A '3 = 7U - x 2 , = n - Xị . 


Biểu diễn chúng trên đường tròn lượng giác và xét sin Xị tương ứng (/ = 1, 2, 3, 4) 
(h.3a). 



Hình 3 


Trên Hình 3 ta thây, với A J , x 2 tuỳ ý thuộc đoạn 



và A?1 < x 2 thì sin X1 < sin x 2 . 


Khi đó a‘3, a‘4 thuộc đoạn 




và a 3 < A'4 nhưng sinA '3 > sinA' 4 . 
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Vậy hàm số y - sin X đồng biến trên 


0; 


n 


và nghịch biến trên 


7C 


; 71 


Bảng biến thiên : 



Đồ thị của hàm sốy = sinA trên đoạn [0 ; 7 ĩ] đi qua các điểm (0 ; 0), (Xị ; sin*!), 
í ]Ị ì . . 

(x 2 ; sinx 2 ), - 7 -; 1 , (a'3 ; sinA 3 ), (a 4 ; sinA 4 ), (71; 0) (h.3b). 
v2 J 


CHÚ Ý 


Vì y = sin X là hàm số lẻ nên lấy đối xứng đồ thị hàm số trên 
đoạn [ 0 ; 71 ] qua gốc toạ độ o, ta được đồ thị hàm số trên đoạn 
[-71 ;0]. 

Đồ thị hàm số y = sin X trên đoạn [-71 ; 7 t] được biểu diễn trên 
Hình 4. y. 

1 


-71 

-11 



Hình 4 

b) Đồ thị hàm sô y = sin X trên R 

Hàm số y = sin X là hàm số tuần hoàn chu kì 2tc nên với mọi X E R ta có 

sin(A + k2n) = sinA, k G z . 

Do đó, muốn có đồ thị hàm số y = sinA trên toàn bộ tập xác định ]R, ta tịnh 
tiến liên tiếp đồ thị hàm số trên đoạn [-71 ; 71 ] theo các vectơ V = (271; 0) 
và -V = (-271; 0), nghĩa là tịnh tiến song song với trục hoành từng đoạn 
có độ dài 2 tĩ. 
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Hình 5 dưới đây là đổ thị hàm số y = sin X trên R . 



2n 

Hình 5 


c) Tập giá trị của hàm sô y — sin X 

Từ đồ thị ta thấy tập hợp mọi giá trị của hàm số y = sinx là đoạn [-1 ; 1]. 
Ta nói tập giá trị của hàm số này là [-1 ; 1]. 

2. Hàm sốy = cosx 


Từ định nghĩa ta thấy hàm số y = COSA: 

• Xác định với mọi A e R và -1 < COSA < 1 ; 

• Là hàm số chẵn ; 

• Là hàm số tuần hoàn với chu kì 2n. 

Với mọi xe R ta có đẳng thức 


sin * + “7 = COSA'. 

I 2 ) 

Từ đó, bằng cách tịnh tiến đồ thị hàm số y = sinA theo vectơ U — ; oj 

v 7^ . 

(sang trái một đoạn có độ dài bằng -ị, song song với trục hoành), ta được đồ 
thị của hàm số y = cosx (h.6). 


—2ĩty' 



y = sin X 


y = cos X 




Hình 6 
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Từ đồ thị của hàm số V = cos A' trên Hình 6, ta suy ra : 

Hàm sốy = cos X đồng biến trên đoạn [-71 ; 0] và nghịch biến trên đoạn [0 ; 7C]. 
Bảng biến thiên : 


X 

—K 0 71 

y = cos X 

1 


Tập giá trị của hàm số y = cos X là [-1 ; 1]. 

Đồ thị của các hàm số y = cos X, y = sinA được gọi chung là các đường hình sin. 


3. Hàm sốy = tan* 

Từ định nghĩa ta thấy hàm số y = tan X : 

• Có tập xác định là D = R \ 1 ^- + kn, k e z| ; 


• Là hàm số lẻ ; 

• Là hàm số tuần hoàn với chu kì 71. 

Vì vậy, để xét sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y = tan X, ta chỉ cần xét sự 

biến thiên và vẽ đồ thị của hàm sổ này trên nửa khoảng 


xứng qua gốc toạ độ o, ta được đồ thị hàm số trên khoảng 


0 ; sau đó lấy đối 

' 71 n) 

H 2 ; 2> 


Cuối cùng, do tính tuần hoàn với chu kì 7U nên đồ thị hàm số y = tanA trên D 


f 71 _ 71 ^ 

V 2 ; 2 y 


bằng cách tịnh tiến song 


0 ; 


thu được từ đồ thị hàm số trên khoảng 
song với trục hoành từng đoạn có độ dài bằng 7C. 

a) Sự biến thiên và đồ thị hàm sô y = tan X trên nửa khoảng 

, ọ 7C A rx 

Từ biếu diễn hình học của tan X (h.7a), với Xị, x 2 G 0 ; — AM j = Xị, 

AM 2 = x 2 , AT 1 = tan Xị, AT2 = tan x 2 , ta thấy : 


Xị < x 2 => tan.VỊ < tanA 2 . 
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Điều đó chứng tỏ rằng, hàm số V = tan X đồng biến trên nửa khoảng I 0 ; 




Bảng biến thiên : 


y = tan X 


Hình 7 


Để vẽ đồ thị hàm số y = tanx trên nửa khoảng 0 ; ta làm như sau 
Tính giá trị của hàm số y = tanx tại một số điểm đặc biệt như X = 0, X 

71 71 , (71 71 ^ (u 

X = -7 , X = — , ... rồi xác định các điếm (0 ; tan 0), -7 ; tan -7 , -7 ; ta 

43 16 6j u 

í^ ; tan ,.... Ta có bảng sau : 


0 

Tí 

6 

0 

& 

3 


1 V5 


Đồ thị hàm số y = tanx trên nửa khoảng 10;^ đi qua các điểm tìm được. 






















7C 


Nhận xét rằng khi X càng gần -2 thì đồ thị hàm số y — tan X càng gẩn 


7X 

đường thẳng x = 2 (h-7b). 

b) Đồ thị hàm số y = tan X trên D 

Vì y = tanx là hàm số lẻ nên đồ thị hàm 
số có tâm đối xứng là gốc toạ độ o. 
Lấy đối xứng qua tâm o đồ thị hàm số 

y = tan X trên nửa khoảng 0 ; ^ , ta 
được đồ thị hàm số trên nửa khoảng 

HK' 

Từ đó, ta được đồ thị hàm số y = tan X trên 

í TT 'TT \ 


khoảng 


. Ta thấy trên khoảng 



71 < 7C 

V 2 ; 2J 

này, hàm số y = tan X đồng biến (h.8). 

Vì hàm số y = tan X tuần hoàn với chu kì 71 nên tịnh tiến đồ thị hàm số trên 


71 n 


khoảng 

V 2 ' 2J 

đồ thị hàm số y = tan X trên D (h.9). 


song song với trục hoành từng đoạn có độ dài 71, ta được 



• Tập giá trị của hàm số y = tanx là khoảng (-00 ; +oo). 










4. Hàm sốy = cotx 

Từ định nghĩa ta thấy hàm số y = cotv : 

• Có tập xác định là D = R \ { kn, k G z } ; 

• Là hàm số lẻ ; 

• Là hàm số tuần hoàn với chu kì n. 

Sau đây, ta xét sự biến thiên và đồ thị của hàm số ỵ = cotX trên khoảng (0 ; 7t), 
rồi từ đó suy ra đồ thị của hàm số trên D. 

a) Sự biến thiên và đồ thị hàm số ỵ = cotx trên khoảng (0 ; 7t) 

Với hai số X[ và x 2 sao cho 0 < Xị < x 2 < 7Ĩ, ta có 0 < X 2 - < 71. Do đó 

cos X 1 cos Xọ 

cot Xị - cot X 2 = —7 --- 7 — 

sinXị sinx 2 

_ sin x 2 cos Xị - cos x 2 sin Xị 
sin Xị sin JC 2 

= sin(jc 2 - Xỵ) > 0 

sin Xị sin x 2 


hay cot Xị > cotx 2 . 

Vậy hàm số y = cot X nghịch hiến trên khoảng (0 ; 7t). 
Bảng biến thiên : 



Hình 10 


13 







b) Đồ thị của hàm sô y — cot X trên D 

Đồ thị hàm số y = cot A' trên D được biểu diễn trên Hình 11 


K 3jị\ 2n 


Hình ì ì 


Tập giá trị của hàm số y = cotx là khoảng (-00 ; +oo). 


BÀI ĐỌC THÊM 


HÀM SỐ TUẦN HOÀN 


I - ĐỊNH NGHĨA VÀ ví DỤ 

1. Định nghĩa 

Hàm số V = f(x) có tập xác định D được gọi là hàm số tuần hoàn, 

nếu tồn tại một số T * 0 sao cho với mọi X e D ta có : 

a) X - T G D và X + T e D ; 

b) f{x + T) =/(.v). 

Số T dương nhỏ nhất thoả mãn các tính chất trên được gọi là chu kì 
của hàm số tuần hoàn đó. 

2. Ví dụ 

Ví dụ 1. Hàm số hằng f(x) = c (c là hằng số) là một hàm số tuần hoàn. 

Với mọi số dương T ta đều có /ụ- + T) = f(x) = c. Tuy nhiên không có số dương T 

nhỏ nhất thoả mãn định nghĩa nên hàm số tuần hoàn này không có chu kì. 







Ví dụ 2. Hàm phần nguyên V = [a] đã được nêu trong Đại số 10. 

Ta xét hàm y = {a} xác định bởi : {} = X - [a]. Nó được gọi là hàm phần lẻ của X. 
Chẳng hạn, {4,31=4,3-4 = 0,3; 

{-4,3} =-4,3-(-5) = 0,7. 

Ta chứng tỏ hàm y = {A'} là hàm tuần hoàn với chu kì là 1. 

Thật vậy, {A' + 1Ị = A + 1 - [x + 1] = X + 1 - [x] - 1 = X - [x] = {x Ị . 

Đồ thị của hàm số >’ = {*} được biểu diễn trên Hình 12. Nhìn vào đồ thị ta thấy 
hàm số có chu ki bằng 1. 



3. Đồ thị của hàm số tuần hoàn 

Giả sử y =/(.v) là một hàm số xác định trên D và tuần hoàn với chu kì T. 

Xét hai đoạn Xị = [a ; a + T] và Xo = [a + T ; a 4- 271 với a G D. 

Gọi (Cị) và (C 2 ) lần lượt là phần của đồ thị ứng với X e Xị và X G x 2 , ta tìm mối 
liên hệ giữa (C]) và (C 2 ) (h.13) 



Hình ì 3 

Lấy A *0 bất kì thuộc X\ thì A'o + T £4 
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Xét hai điểm Mị và Mo lần lượt thuộc (Cj) và (C 2 ), trong đó 


Mị(xj ; yỵ) với 


M 2 (x 2 ’ yi) với 


\ x \ =x 0 
[.V| = /(.v„); 


x 2 ~ A 0 + T 


y 2 =f(*o + T) = f(x 0 ). 


Ta có MịM 2 = (x 2 - XI ; y 2 - yj) = (T ; 0) - V ( V không đổi). 


Suy ra M 2 là ảnh của Mị trong phép tịnh tiến theo vectơ V . Vậy "(Co) là ảnh của 
(Cj) trong phép tịnh tiến theo vectơ v". 

Từ đó, muốn vẽ đồ thị của hàm số tuần hoàn chu kì T, ta chỉ cần vẽ đồ thị của hàm số 
này trên đoạn [a ; a + T], sau đó thực hiện lần lượt các phép tịnh tiến theo các vectơ 
V, 2v, và các vectơ -V, -2v, ... ta được toàn bộ đồ thị của hàm số. 


II - TÍNH TUẦN HOÀN CỦA HÀM số LƯỢNG GIÁC 
1 . Tính tuần hoàn và chu kì của các hàm số y = sin X và y = cos X 

ĐỊNH LÍ 1 

—- --- “ \ 

Các hàm số y = sinx và y = cosx là những hàm số tuần hoàn với 

chu kì 2n. 

V___y 


Chúng minh. Ta chứng minh cho hàm số y = sin X (trường hợp hàm số ỵ = cosx 
được chứng minh tương tự). 

Hàm số y = sinx có tập xác định là R và với mọi số thực X ta có 


X - 2ĩĩ G R , X + 2tc e R , (1) 

sin (x + 2 tc) = sinx. (2) 

Vậy y = sinx là hàm số tuần hoàn. Ta chứng minh 27Ĩ là số dương nhỏ nhất thoả 
mãn các tính chất (1) và (2). 

Giả sử có số T sao cho 0 < T < 2n và sin(x + T) = sinx, Vx e R . 

Chọn X = ^, ta được 
2 


siní^ + r 

v2 J 


- sin-- = 1 <=> cos T = 1. 
2 


Điểu này trái giả thiết 0 < T < 2n. 

Vậy 2 n là số dương nhỏ nhất thoả mãn tính chất (2), nghĩa là 271 là chu ki của 
hàm số y = sinx. ■ 





2. Tính tuần hoàn và chu kì của các hàm số y = tan X và y = cot* 

ĐỊNH LÍ 2 

-. 

Các hàm số y = tan* và V = cot* là những hàm số tuần hoàn với 
chu ki TC. _ 

Chứng minh. Ta chứng minh cho hàm số y = tan A', (trường hợp hàm số y - cot* 
được chứng minh tương tự). 

Hàm số y = tan* có tập xác định D = R \ Ị-^- + kn, k e z 

Với mọi X e D ta có * - n e D và * + 7C G D, tan(* + 7t) = tan*. 

Vậyy = tan*là hàm số tuần hoàn. Ta chứng minh n là chu kì cũa hàm số này. 

Giả sử có số T sao cho 0 < T < n và tan(* + T) = tan*, V* e D. 

Chọn * = 0 thì * G D và tan(0 + T) = tan 0 = 0. 

Nhưng tan a = 0 khi và chỉ khi a = kn, k G z , do đó phải có T = Ắrrc, ke z . Điều 
này mâu thuẫn với giả thiết 0 < T < ĩĩ. 

■■■ * ,r : ' 'ì i ý ^ /ĩ ự? * ^ _ 3 ‘V ' í ; ? L 1 : i ^ %;■ ^ ặ' * 

Vậy chu kì của hàm số y = tan* là 71. H 



Bài tạp 


1 . 


2 . 


3. 

4. 


Hãy xác định các giá trị của X trên đoạn 



để hàm số y = tan* : 


a) Nhận giá trị bằng 0 ; . b) Nhận giá trị bằng 1 ; 

c) Nhận giá trị dương ; d) Nhận giá trị âm. 

Tìm tập xác định của các hàm số : 


a)v = 


1 + cos* 


sin* 


b) y = 


'1 + cos* 
1 - cos* 


c) y = tan 


r 


V 


Tí 


d) y = cot 


* + — 

V 6 ) 


Dựa vào đồ thị của hàm số y = sin*, hãy vẽ đồ thị của hàm số y = |sin*|. 


Chứng minh rằng sin 2(* + Ấ:7t) = sin 2* với mọi số nguyên k. Từ đó vẽ đồ thị 
hàm số y = sin 2*. . 


2 a -D.SỠ 11 
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5. Dựa vào đồ thị hàm số V = cos.í, tìm các giá tri của -V để COS.V = — . 

2 

6. Dựa vào đồ thị hàm số y - sin.v, tìm các khoảng giá trị của X để hàm số đó 
nhận giá trị dương. 

7. Dựa vào đồ thị hàm số y — cos V, tìm các khoảng giá trị của .V để hàm số đó 
nhận giá trị âm. 

8. Tìm giá trị lớn nhất của các hàm số : 

a) y = 2\Ịcosx + 1 ; 

b) V = 3 - 2 sin xr 



PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC cơ BAN 


Ấ 1 

r ^Tìm một giá trị của X sao cho 2sinx -1=0. 

Trong thực tế, ta gặp những bài toán dẫn đến việc tìm tất cả các giá trị của .V 
nghiệm đúng những phương trình nào đó, như 

3 sin 2.V + 2 = 0 

hoặc 2 cosa + tan 2.V - 1 = 0, 

mà ta gọi là các phương trình lượng giác. 

Giải phương trình lượng giác là tìm tất cả các giá trị của ẩn số thoả mãn 
phương trình đã cho. Các giá tri này là số đo của các cung (góc) tính bằng 
radian hoặc bằng độ. 

Việc giải các phương trình lượng giác thường đưa về việc giải các phương 
trình sau, gọi là các phương trình lượng giác cơ bản : 

sin X — a , cos A = a, tan X = a, cot X = a , 
trong đó a là một hằng số. 
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1. Phương trình sin x = a 

CÓ giá trị nào của X thoả mãn phương trình sin X = -2 không ? 

Xét phương trình sinx - a. (1) 

Trường hợp lal > 1 

Phương trình (1) vô nghiệm, vì Isinxl < 1 
với mọi X. 

Trường hợp lữl < 1 

Vẽ đường tròn lượng giác tâm o, trục 
hoành là trục côsin, trục tung là trục sin. 

Trên trục sin lấy điểm K sao cho OK = a. 

Từ K kẻ đường vuông góc với trục sin, cắt 
đường tròn lượng giác tại M và M 1 đối 
xứng với nhau qua trục sin (nếu \ơ\ = 1 
thì M trùng với M') (h.14). 

Từ đó ta thấy số đo của các cung lượng giác AM và AM ' là tất cả các nghiệm 
của phương trình (1). 

o fy, 

Gọi a là số đo bằng radian của một cung lượng giác AM , ta có 

ry ™ 

sđ AM = a + k2n, k € z ; 


sin i 

B 

M' — 

M 

ã 

K \ 

\a 

o 

1 côsin 


B' 


Hình 14 


rx 

sđ AM ' = n - a + k2n, k G z. 
Vậy phương trình sinx = a có các nghiệm là 


X = a + k2n, k G z; 
X = n - a + k2n, k G z. 


Nếu số thực a thoả mãn điều kiện ị 


TC . 7t 

— < cr < — 

2 2 thì ta viết a = arcsin a 

sin a - a 


(đọc là ac-sin-a, nghĩa là cung có sin bằng a ). Khi đó, các nghiệm của 
phương trình sinx = a được viết là 


X = arcsin a + ^2 71, k € z 
và X - 71 - arcsin a + k2n, k E z. 
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CHÚ Ý 


sin/(*) = sin g(*) <=> 


a) Phương trình sin* = sin a , với a là một sô cho trước, có các 
nghiệm là 

X = a + k2n, ke z 

và X = n - a + k2n, k e z . 

Tổng quát, 

/(*) = g(x) + k2n, k e z 
_/(*) = n - g(x) + k2n, k e z. 

b) Phương trình sin* = sin/?° có các nghiệm là 

X = j3° + k 360°, ke z 

và x= ìS0°-j3 ữ + k360°, k e z, 

c) Trong một công thức về nghiệm của phương trình lượng 
giác không được dùng đồng thời hai đơn vị độ và radian. 

d) Các trường hợp đặc biệt: 

• a = 1 : Phương trình sin.* = 1 có các nghiêm là 
n 


X 


+ k2n, k e z . 


a = -1 : Phương trình sin* = -1 có các nghiệm là 


n 


ỵ = __ 11 + ^271, ke z . 

2 

a = 0 : Phương trình sin* = 0 có các nghiệm là 
* = kn, ke z . 


Giải các phương trình sau : 
a) sin* = — ; 


b) sin* = 


1 


Giải 

, 1 _ n _ 1 _ ._ . n 

a) Vì — = sin— nên sin* ='-..<=> sin* = sin—. 
2 6 2 6 

Vậy phương trình có các nghiệm là 


X = — + k2n, ke z 
6 


7t _ 5 tc . __ 

và * = n - -7 + ^ 2 ti = ~ + k2n, ke z. 
6 6 




b) Ta có sin A' = ^ khi X = arcsin^. Vậy phương trình sinx = ^ có các 
nghiệm là 


X =arcsin4 + k2n , k e z 

ẦLilphlĨlhsau- 

. ._1 . 

a) sin.r = — ; 


và x-n- arcsin -- 4- k2n , k G z. 


.íĩ 

b) sin(jc + 45°) = -y-. 


2. Phương trình cosx = a 


Trường hợp |a| > 1 

Phương trình cos X = a vò nghiệm 
vì |cos x\ < 1 với mọi X. 

Trường hợp |a| ^ 1 

Tương tự trường hợp phương trình 
sinx = a, ta lấy điểm tì trên trục côsin 

sao cho Otì = a. Từ tì kẻ đường 
vuông góc với trục côsin, cắt đường 
tròn lượng giác tại M và M' đối 
xứng với nhau qua trục côsin (nếu 
\a\ = 1 thì M = M) (h. 15). 



^ A ọ , rv ^ rv ^ ^ ^ 

Từ đó ta thấy số đo của các cung lượng giác AM và AM' là tất cả các 

nghiệm của phương trình cos x = a. 


9 ry 

Gọi a là số đo bằng radian của một cung lượng giác AM , ta có : 


cx 

sđ AM = a + k2n, k € z ; 

■ _ 

sđ AM' = -a + k2n, k e z . 

Vậy phương trình cosx - a có các nghiệm là 

X - ±a 4 - k2n, k e z. 
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CHỨ Ý 


a) Phương trình cos X = cos a, với a là một số cho trước, có các 
nghiệm là 

x = ± a + k2n, k e z. 

Tổng quát, cos f(x) - cosg(x) <=> f(x) = ±g(x) + k2n,k e z. 

b) Phương trình cos.v = cos J3° có các nghiệm là 

x = ± J3° + k360°, ke z. 

c) Nếu số thực a thoả mãn các điều kiện 

ío < a < n " : s. 

[cos <2 - a 

thì ta viết a — arccosứ (đọc là ac-côsin-a, có nghĩa là cung có 
côsinbằng a). Khi đó, các nghiệm của phương trinh cosx = a 
còn được viết là ' " 

X = ± arccos a + k2ĩi, ke z. 

d) Các trường hợp đặc biệt: 

• a = ỉ : Phương trình cos X = 1 có các nghiệm là 

X = k2n, k e z. 

• a = -ì : Phương trình COSA' = -1 có các nghiệm là 

X = n + k2n, k e z. 

• a = 0 : Phương trình COSA = 0 có các nghiệm là 

71 

X = — + kn, ke z. 

2 







\ r . ^ 3ji 

b) VI — = cos—— nên 

2 4 

_ _ 4 Ĩ a __ 3 tc 3tt 

cos 3.V = - —— <=> cos 3.V = cos—— <=> 3-Y = ± — + k2n 
2 4 4 

<=> À' = ± — + Ả: ——, Ả' e z ; 

4 3 

c) cos.v = Ị <=> -V = ± arccos Ậ + k2n, k G z ; 

3 3 

d) Vì ệ- = cos45° nên 

2 

pỹ ' ị: • ■ 

cos(a + 60°) = <=> cos (a + 60°) = cos 45° <=> X + 60° = ± 45° + Ẩ:360 ( 




X = -15 b + Ả360° 
Jf = -105° + Ẩ:360 o 


(k € z). H 


Giải các phương trình sau : 


_ 1 . 
a) cos A' = —— ; 

2 


b) cos A = - J ; 


/4 

c) cos(a + 30°) = ~~ ■ 


3. Phương trình tanx = a 

, v JI 

Điêu kiện cua phương trinh là X ^ + kn (k E z). 

Căn cứ vào đồ thị hàm số y = tan A, ta thấy với mỗi số a, đồ thị hàm số y = tan A 
cắt đường thẳng >’ = a tại các điểm có hoành độ sai khác nhau một bội của n 
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Hoành độ của mỗi giao điểm là một nghiệm của phương trình tan X = a . 

Gọi Xị là hoành độ giao điểm (tan Xj = a) thoả mãn điều kiện --Ị- < Xị < 

2 2 


Kí hiệu X Ị = arctan a (đọc là ac-tang-ữ, nghĩa là cung có tang bằng à). Khi đó, 
nghiệm của phương trình tanx - a là 

X = arctana + kĩi, k e z. 

CHÚ Ý 


a) Phương trình tan X = tan a, với a là một số cho trước, có các 
nghiệm là 

X i a + &7C, ke z. 

Tổng quát, tan f(x) = tang(x) => /( x) = g(x) + kn, ke z. 

b) Phương trình tanx = tan J3° có các nghiệm là 

X = J3° + Ấ:180°, k e z. 


Ví dụ 3. Giải các phương trình sau : 

a) tan X = tan — ; b) tan 2x = - ~ ; c) tan (3x + 15°) = V5. 


Giải 


x 71 71 , I_rn 

a) tanx = tan— <=> X = — + kĩi, ke z. 

5 5 

, x 1 ( \\ 

b) tan 2x = --- <=> 2x = arctan + kn 

3 V 3) 

1 ( lì ,71 

<=> X = — arctan -T + & e z. 

2 k 3; 2 

c) Vì V 3 = tan 60° nên tan(3x + 15°) = V 3 <3- tan(3x + 15°) = tan 60° 

3x + 15° = 60° + £180° 3x = 45° + £180° 

<^>x= 15° + £60°, k e z. ■ • 



5 

Giải các phương trình sau : 


a) tanx = 1 ; b) tanx = -1 ; 


c) tanx = 0. 


4 




4. Phương trình cotx = a 

Điều kiện của phương trình là X ^ kĩĩ, k e z. 

Căn cứ vào đồ thị hàm số y = cot X, ta thấy với mỗi số a , đường thẳng 
y = a cắt đồ thị hàm số y - cot X tại các điểm có hoành độ sai khác nhau 
một bội của n (h.17). 



Hoành độ của mỗi giao điểm là một nghiệm của phương trình cotx = a. 

Gọi Xị là hoành độ giao điểm (cotX| = a ) thoả mãn điều kiện 0 < Xi < n. 

Kí hiệu Xị = arccotứ (đọc là ac-côtang-a, nghĩa là cung cácôtang bằng a ). 
Khi đó, các nghiệm của phương trình cotx - a là 

X — arccot a + kn, ke z. 

CHÚ Ý 

a) Phương trình cotx = cot a, với a là một số cho trước, có các 
nghiệm là 

X = a + kn, k e z. 

• Tổng quát, cot f(x) = cot g(x) => f(x) = g(x) + kn, k e z. 

b) Phương trình cotx = cot/?° có các nghiệm là 

x = J3° + £180°, k e z. 
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Ví dụ 4. Giải các phương trình sau : 

2tc 

a) cot 4 a' = cot — 1 ; 

7 

b) cot 3a' = -2 ; 

c) cot (2.V - 10°)= -4-. 

Giải 

2n 2 71 Tt Tí 

a) C0t4x = cot —— <=> 4x = —— + kĩí <^> X = — 4- k—, k Ẹ. z. 

7 7 14 4 

b) cot 3x = -2 <=> 3a = arccot(-2) + kn 

1 7Ĩ 

<=> X = T arccot(-2) + k—, k e z. 

3 3 

c) Vì —4 = cot 60° nên 

v3 

cot(2v - 10°) = -4 <=> cot(2.v -10°) = cot 60° 

V3 

<=>2jc- 10° = 60° + £180° 

X = 35° + k90°, k e z. ■ 

/ ^Giải các phương trình sau : 

a) cot X = 1 ; b) cotx = -1 ; c) cotA = 0. 


• GHI NHỚ 


Mỗi phương trình 

sinx = a (lứl < 1); cosx = a ( ĩa\ < 1) ; tanẠ = a ; cotx = a 
có vô số nghiệm. 

Giải các phương trình trên ìầtìm tất cả các nghiệm của chúng. 
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BÀI ĐỌC THÊM 



GIẢI PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC cơ BẢN 
BẰN G M ÁY TÍNH Bỏ TÚI 


CÓ thể sử dụng máy tính bỏ túi (MTBT) để giải các phương trình lượng giác cơ 
bản. Tuy nhiên, đối với phương trình sinx = a máy chỉ cho kết quả là arcsinứ với 
đơn vị là radian hoặc đã được đổi ra độ. Lúc đó, theo công thức nghiệm ta viết 
các nghiệm là 

X - arcsinạ + k2n, k e z 

và X = 7Ĩ - arcsina + k2n, ke z. 

Tương tự, đối với phương trình cos .V = a máy chỉ cho kết quả là arccosơ, đối với 
phương trình tanx = a máy chỉ cho kết quả là arctanứ. 


Ví dụ. Dùng MTBT CASIO fx - 500 MS, giải các phương trình sau : 


a) sin x = 0,5 ; 


b) cosx = ; 


c) tan X = \Í 3 . 


MODE 

a) Nếu muốn có đáp số bằng độ thì bấm ba lần phím im rồi bấm phím IU để 
màn hình hiện ra chữ D. Sau đó bấm liên tiếp 


Dòng thứ nhất trên màn hình hiện ra sin 1 0.5 (có nghĩa là arcsin0,5) và kết quả ở 
dòng thứ hai là 30°0°0 (arcsin0,5 đa được đổi ra độ). 

Vậy phương trình sin X = 0,5 có các nghiệm là 

X = 30° + £360°, keZ 

và X =180°- 30° + £360° =150° + Ả'360°, k e z . 

b) Bấm liên tiếp 

ểÌỈB iB 11151SB ÍÌBl ấBi ÍBi IU 

Dòng thứ nhất trên màn hình là cos 1 - (1 J 3) (có nghĩa là arccos|^~ij) và kết quả 
ỏ dòng thứ hai là 109°28T6.3" (arccos^j đã được đổi ra độ). 
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Vậy phương trình cosx - — ^ có các nghiệm là X « ± 109°28'16" + 060°, k e z. 


c) Bấm liên tiếp 


SHIFT 

nu mâm om Oi 


dòng thứ nhất trên màn hình là tan 1 V 3 (có nghĩa là arctanV3 ) và kết quả ở 
dòng thứ hai là 60°0°0 (arctanV3 đã được đổi ra độ). 

Vậy phương trình tan X = yỈ3 có các nghiệm là X = 60° + £180°, ke z. » 


CHÚ Ý 

a) Để giải phương trình sinx = 0,5 VỚI kết quả là radian, ta bấm ba 

MODE 

lần phím mm rồi bấm phím màn hình hiện ra chữ R. 

SHIFT _ _. _ 

Sau đó, bấm liên tiếp 8B8989AGP BB BBB 
ta được kết quả gần đúng là 0,5236 (arcsinO,5 « 0,5236). 

Vậy phương trình sin x = 0,5 có các nghiêm là 
X » 0,5236 + k.2n, ke z 

và X * n - 0,5236 4- Ấr27ĩ, k gZ. 

b) Để giải phương trình cotx = a bằng MTBT, ta đưa về giải phương 

trình tanx = — . 

a 


Bài tộp 


1. Giải các phương trình sau : 

1 


a) sin (x + 2) = 


c) sin 


r 2x n 
vT~ 3J 


0; 


b) sin 3x = 1 ; 


d) sin (2x + 20 ) 


£ 

2 


2. Với những giá trị nào của X thì giá trị của các hàm số y = sin 3x vầ ỵ — sinx 
bằng nhau ? 

3. Giải các phương trình sau : 

2 , o 

a) cos (x - 1) = — ; b) cos 3x = cos 12 ; 


c)cos 


^3x 7t ^ 

Cĩ~4j 


d) cos 2 3 2x = ì. 

4 
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2 cos 2 Y 

4. Giải phương trình - — -7- 1" - = 0. 

1 - sin 2x 

5. Giải các phương trình sau : 

a) tan(x- 15°) • ; 

c) cos 2x tan X = 0 ; 


b) cot(3x - 1) = - y/3 ; 
d) sin 3x cotx = 0. 


( n 


6. Với những giá trị nào của X thì giá trị của các hàm số y = tanl ^ - X 

v4 

y = tan 2x bằng nhau ? 

7. Giải các phương trình sau : 

a) sin 3x - cos 5x = 0 ; b) tan3x tanx = 1. 


và 


MỘT SỐ PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC 
THƯỜNG GẶP 

___ » _____ 

I - PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT Đối VỚI MỘT HÀM số LƯỢNG GIÁC 

1. Định nghĩa 

Phương trình bậc nhất đối với một hàm số lượng giác là 
phương trình có dạng 

at + b = 0, " (1) 

trong đó a, b là các hằng số ( a * 0) và t là một trỏng các hàm 
số lượng giác. 

Vídụl 

a) 2sinx - 3 = 0 là phương trình bậc nhất đối với sinx. 

b) V 3 tanx + 1 = 0 là phương trình bậc nhất đối với tanx. 

1 

Giải các phương trình trong Ví dụ 1. 
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2. Cách giải 

Chuyển vế rồi chia hai vế của phương trình (1) cho < 2 , ta đưa phương trình (1) 
về phương trình lượng giác cơ bản. 

Ví dụ 2. Giải các phương trình sau : 

a) 3 cosa + 5 = 0; b) V3 cotA' -3 = 0. 

Giải 

a) Từ 3 cosa + 5 = 0, chuyển vế ta có 

3cosa = -5. (2) 

Chia hai vế của phương trình (2) cho 3, ta được cosx = - ^. 

Vì - — < -1 nên phương trình đã cho vô nghiệm. 

b) Từ a/ 3 cot.v - 3 = 0, chuyển vế ta có 

Vỉ cot.v = 3. (3) 

Chia hai vế của phương trình (3) cho Vỉ, ta được cot.Y = Vỉ. 

Vì Vỉ = cot — nên cot A = Vỉ <=> cot A' = cot — o X = — + kn , k e z . ■ 

6 6 6 

3. Phương trình đưa về phương trình bậc nhất đối với một hàm số 
lượng giác 

Ví dụ 3. Giải các phương trình sau : 

a) 5 cosa: - 2sin2x = 0 ; (4) 

b) 8sinx COSA cos2a =-1. (5) 

Giải 

a) Ta có 5cos X - 2sin 2x = 0 <=> 5cos X - 4sinA cos X = 0 <=> cos:r(5 - 4sinx) = 0 

cos A' = 0 
o 

5 - 4 sin A = 0. 

7X 

• cos X = 0 <=> X = — + kn, ke z. 

2 
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• 5 - 4sin A = 0 <=> 4sin.v = 5 <=> sinA' =4, vì 4 > 1 nên phương trình này 

4 4 

vô nghiệm. 

Vậy phương trình (4) có các nghiệm là x = 2 + ^ 7l ’ ^ G ^ • 
b) Ta có 

8sin„YC0SA‘C0s2A' = -1 <=> 4sin2A:cos2.v = —1 <=> 2sin4x =-1 

4a- = -^ + k2n x = + k~ 

<=> 24 2 (k e Z). ■ 

4x = + kin X — ~~ + k~- 

6 L 24 2 



[I - PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI Đối VỚI MỘT HÀM số LƯƠNG giác 

I. Định nghĩa 

Phương trình bậc hai đối với một hàm số lượng giác là phương 
trình có dạng 

at 2 + bt + c - 0, 

trong đó a, b, c là các hằng số (a * 0) và t là một trong các 
hàm số lượng giác. 

Ví dụ 4 ■ 

a) 2sin X + 3sinA' - 2 = 0 là phương trình bậc hai đối với sin.A. 

b) 3cot 2 A - 5cotA - 7 = 0 là phương trình bậc hai đối với cotA:. 

^Giải các phương trình sau : 

a) 3cos X - 5cosa + 2 = 0; 

b) 3 tan 2 X - 2\Ỉ3 tan X + 3 = 0. 

. Cách giải 

Đặt biểu thức lượng giác làm ẩn phụ và đặt điều kiện cho ẩn phụ (nếu có) 
rồi giải phương trình theo ẩn phụ này. Cuối cùng, ta đưa về việc giải các 
phương trình lượng giác cơ bản. 
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Ví dụ 5. Giải phương trình 


2 sin 2 ị + yfĩ sin 4 - 2 = 0 . 
2 2 

Giải. Đặt sin-Ị- = t với điều kiện 
' 2 

-1 < t< 1 

ta được phương trình bậc hai theo t 

2 t 2 + 4 ĩt-l = 0. 


(*), 

( 1 ) 


V2 

Phương trình (1) có hai nghiệm í Ị = —y/ĩ và í 2 = —í- nhưng chỉ có 

' '2 

í 2 = thoả mãn điều kiện (*). Vậy ta có 

. X V 2 . X 71 

sin—= -—<=> sin^ = sin— 

2 2 2 4 


<=> 


— = — + /:2tĩ 
2 4 


X 3n 


<=> 


+ k2n 


X = ^ + kAĩĩ 
2 

V = — + k4n 
2 


(Ả: G Z). ■ 


3. Phương trình đưa về dạng phương trình bậc hai đối vối một 
hàm số lượng giác 

hĩ ' 

^ "Hãy nhắc lại : 

a) Các hằng đẳng thức lượng giác cơ bản ; 

b) Công thức cộng ; 

c) Công thức nhân đôi ; 

d) Công thức biến đổi tích thành tổng và tổng thành tích. 

Có nhiều phương trình lượng giác mà khi giải có thể đưa về phương trình 
bậc hai đối với một hàm số lượng giác. Sau đây là một số ví dụ. 


Ví dụ 6. Giải phương trình 

6cos 2 A' + 5sin X - 2 = 0. (2) 
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2 .2 . , 

Giai. Biến đối cos X = 1 - sin -V, ta đưa phương trình (2) vé dạng 

2 _ 

- 6sin X + 5sinx + 4 = 0. 

Đặt sinx = t với điều kiện -1 < t < 1, ta được phương trình bậc hai theo t 

- 6í 2 + 5/ + 4 = 0. (3) 

4 1 1 

Phương trình (3) có hai nghiệm tị = — và t 2 = -ị nhưng chỉ có t 2 = 

thoả mãn điều kiện. Vậy ta có 


sin X = - — <=> sin X = sin - — 

2 1 6 


X = - — + k2n 

o „ 6 (ke Z). 

In 

X — —— + x2ti 

L 6 


Ví dụ 7. Giải phương trình 

a/ 3 tanx - ócotx + 2 V 3 -3 = 0. 

Giải. Điều kiện của phương trình (4) là cosx * 0 và sinx * 0. 

Vì cotx = —!— nên phương trinh (4) có thể viết dưới dạng 
tan X 


\/3 tan X -+ 2 V 3 -3 = 0, 

tanx 

hay yfỉ tan 2 x + ( 2 V 3 - 3)tanx -6 = 0. 

Đặt tanx = t, ta được phương trình bậc hai theo t 
St 2 + (2Vỉ - 3)t - 6 = 0. 

Phương trình (5) có hai nghiệm : tị = V 3 , t 2 = -2. 

Với tị = V 3 ta có tanx = V 3 o tanx = tan-ỊỊ- <=> X = ^ + ẤT7I, 


3 A -0.SÔ 11 
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Vói ti - -2 ta có tan.v = -2 <=> .V - arctan(-2) + &7T, k G z. 

Các giá trị này đều thoả mãn điều kiện nêu trên nên chúng là các nghiệm 
của phương trình (4). m 


>^^Giải phương trình 3cos 2 6x + 8sin 3.V cos 3.Y -4 = 0. 

Ví dụ 8. Giải phương trình 

2sin “x - 5sin X cos X - cos ~x = - 2. (6) 


Giữí. Trước hết, ta thấy nểu cos X - 0 thì phương trình (6) có vế trái bằng 2, còn 
vế phải bằng -2, nên cos X = 0 không thoả mãn phương trình (6) Vậy cos X ^ 0. 

Vì cos.v + 0 nên chia hai vế của phương trình (6) cho cosCv, ta được 

_ 2 2 _ _ 2 , 

2tan .V - 5 tan* - 1 =- —— <=> 2tan -V - 5tan.v - 1 = -2( 1 + tan .v). 

cos .V 

Ta đưa được phương trình (6) về phương trình bậc hai theo tan X 

4tan 2 * - 5 tan* +1=0 (7) 


<=> 


tan -V = 1 


tan X 


1 


7t 

• tan X = l <=> X = — + kn, k e z. 

4 

• tan X = — <=> X = arctan— + kn, k e z. 

4 4 

Vậy phương trình (6) có các nghiệm là 

X = — + kn 
4 


và 


X = arctan — + ấ:tĩ (Ả' e Z). 
4 
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III - PHƯƠNG TRÌNH BÂC NHẤT Đốĩ vói sin.Y VÀ COS.V 

1. Công thức biến đổ! biểu thức asin.r + ỒCOSA* 


Dựa vào các công thức cộng đã học : 
sin (a + b) = sin ac os b + sin /7COS <7 ; cos (í/ + / 7 ) = cos ỠCOS b - sin ỠSII 

sin (ơ - b) - sin ơcos b - sin /?cos ữ ; cos (ữ - h) = cos ứcos b + sin <7SÌ 

và kết quả cos-^ = sin-^ = —•, hây chứng minh rằng : 

a) sin.* + cos.Y = yỊĩcosị x-~ ; b) sin.v - COSA = yỊĩ sin f A- - 7 - ì 

V 4 J V 4; 

, . 2 ' ,2 

Trong trường hợp tống quát, với + b 0, ta có 


cos (í/ + b) = cos ỠCOS b - sin ơsin b ; 
cos (í/ - b) = cos ứcos b + sin ơsin b 


V 2 .7 

<y~ + /7 


2 . 1.2 
'tì + /7 


■sin .V + 


V + fc 2 


-cos.v . 


f« 2 + b 2 


,2 , ,2 

'ơ + b 


1 nên có một góc « sao cho 


2 , ,2 

tì + b 


cos a. 


'tì 2 + b 2 


sin a. 


Khi đó ưsin.v + bc os.v = yja 2 + b 2 (sin.YCosa’ 4- cosxsinơ) 

V 2 2 . 

<7 4- h sin(.v + a). 

Vậy ta có công thức sau 


/ 2 ,9 

ứsinA + hcosx = Vư + /? sin(A 4- a), (1) 


với cos a 


la 2 + ft 2 


và sin a = 


/« 2 + í. 2 


ỉ. Phương trình dạng «sinjr + ècosA = c 


Xét phương trình ưsin.Y 4 - bcosx = c, (2) 

v 9 2 

với ư, / 7 , r e M ; tì, b không đông thời băng 0 (ư~ + / 7 “ * 0). 
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Nếu a = 0, b ^ 0 hoặc a * 0, b = 0, phương trình (2) có thể đưa ngay về 
phương trình lượng giác cơ bản. Nếu a * 0, b * 0, ta áp dụng công thức (1). 


Ví dụ 9. Giải phương trình 

sinx + V5 cos X — 1 . 
Giải. Theo công thức (1) ta có 


sin X + £ COSA' = + 


2 _ 

) sin(x + cr) = 2sin(x + cr). 


trong đó cos cr = —, sin Cố = . Từ đó lấy a = Y thì ta có 


iiiict =-. xu uu xay u = — LXI1 

2 3 

sin X + VÍ3 cos X = 2 sin í X + ■“ j. 


Khi đó 


sinx + V5 cosx = 1 <=> 2 sin í X + -7-1 = l <=> siníx + ~ì = * 

' V 3 ) V 3 


. i 7 C ì .71 

<=> sin X + -7 = sin— 
3j 6 

K K . 

X + — = — + k2n 
3 6 


x = -~ + k2ĩi 
6 


X + -^ = 71-77 + /r 27 T X = -7- + k2n (k e Z). 


Giải phương trình v3sin3A-cos3A-= >/2. 


Bài tộp 

1. Giải phương trình 

sin X - sin X = 0. 

2. Giải các phương trình sau : 

a) 2cos 2 x - 3cosx +1=0; 

b) 2sin 2x + V 2 sin 4x = 0. 
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3. Giải các phương trình sau : 


a)sin 2 — - 2cosT + 2 = 0; b) 8cos 2 Y + 2sin.v -7 = 0; 

2 2 

2 _ 
c) 2tan A' + 3tan.v +1=0; d) tanA - 2cotA +1=0. 

4. Giải các phương trình sau : 

a) 2sin 2 X + sin.v cos X - 3cos 2 A = 0 ; 

2 . . 2 » 

b) 3sin X - 4sin X cos X + 5cos x = 2; 

• 2 _ 2 1 

c) sin X + sin 2x - 2cos X = — ; 

2 

d) 2cos 2 x - 3 V 3 sin 2x - 4sin 2 i' = - 4. 

5. Giải các phương trình sau : 

a) cos X - Vỉ sin .X = Vĩ ; b) 3sin 3a* - 4cos 3 a = 5 ; 

c) 2sin .Y + 2cos X - V 2 = 0 ; d) 5cos 2x + 12sin 2.V - 13 = 0. 

6. Giải các phương trình sau : 

a) tan(2+ + l)tan(3 \ - 1) = 1 ; b) tan X + tan í* + ^ = 1. 


BÀI ĐỌC THÊM 


BẤT PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC 


Ta chỉ xét các bất phương trình lượng giác cơ bản. Đó íà những bất phương trình 
dạng sin.v > a (hoặc sin.v > a, sin.Y < a, sin.Y < ci), trong đó a là một số thực tuỳ ý. 
Ta cũng xét những bất phương trình tương tự đối với các hàm số COS.Y, tan X, cot X. 


I - BẤT PHƯƠNG TRÌNH sin.Y > a 

Nếu a > 1 thì bất phương trình sin* > a vô nghiệm, vì sin.r < 1 với mọi X. 

Nếu a < -1 thì mọi số thực A đểu là nghiệm của bất phương trình sinA > a, vì sin X > -1 
với mọi X. 




Ta xét trường hợp -1 < a < ỉ thông qua ví dụ sau. 
Ví dụ 1. Giải bất phương trình 

À 


sin 


sin.Y > 


( 1 ) 


Giải. Vẽ đường tròn lượng giác tâm o. ^ 
-Trên trục sin lấy điểm K sao cho 

— \JĨ 

OK = —■ (h.18). 

2 

Kẻ từ K .đường thẳng vuông góc với trục 
sin, cắt đường tròn tại hai điểm M và M'. 

rỵ , 

Rõ ràng, nếu cung AD có số đo thoa mãn 
bất phương trình (1) thì D phải nằm trên 

cung MBM’ và ngược lại. 

rx n _ 

Ta có sđ AM = — + k2n, k e z và 

4 


rX" 3 71 . „ . „ 

sđ = — +Ả- 27 U, A- e z. 
4 



A côsin 


Hình /8 


___ 72 

Vậy nghiệm của bat phương trình sin.Y > -y- là 

71 , 3tĩ , _ „ 

— + k2n < X < —- + k2n, k e z. s 
4 4 

Chú ý. Điểm cuối của cung có số đo là nghiệm của bất phương trình sin.Y < 

L 

phải nằm trên cung M'B'M và ngược lại (h.18). Khi đó, nghiệm của bất phương 
trình là f 




— + k2n < .1 

>■< ỉ 

4 

u 

3 7t 

9tt 

—— + k2ĩi <: 


4 

1 T 


hay 

II - BẤT PHƯƠNG TRÌNH COS-Y < a 

Nếu a <-ỉ thi bất phương trình cos.v < CI vô nghiệm. 

Nếu a > 1 thì mọi số thực X đều là nghiệm của bất phương trình COSA’ < ư. 
Ta xét trường hợp -1 < a < 1 thông qua ví dụ sau đây. 
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Ví dụ 2. Giải bất phương trình 


cos X < 


Giải. Trên trục côsinlấy điểm H có hoành 

4Ĩ 

độ là . Kẻ từ H đường thẳng vuông 

góc với trục côsin, cắt đường tròn lượng 
giác tại hai điểm M và M' (h.19). 

,A ^ É1 , 

Rõ ràng, nêu cung AE có sô đo thoa mãn 
bất phương trình (2) thì E phải nằm trên 

cung MA'M' và ngược lại. Vậy nghiệm 
của bất phương trinh đã cho là 

3tc _ _ 5tc 

— — + k2n < X < — + k2n, k e 7L. Wi 
4 4 


Chú ý. Bất phương trinh cos X > 





Hình 19 


có nghiệm là 


+ kin < X < —- + 2tc \ + k2n 


5 71 _ 1 17T _ _ 

hay - - + k2n < X < — 7 — + k2n, k e z. 

4 4 

III - BẤT PHƯƠNG TRÌNH tan.v > a 

Với mọi số thực a, bất phương trình tan.v > a luôn có nghiệm. 
Ta xét ví dụ sau đây. 

Ví dụ 3. Giải bất phương trình 


tan A > 1. (3) 

Giải. Lấy trên trục tang điểm / sao cho AI - \ . 
Nối 01 cắt đường tròn lượng giác tại M và M' 

_ rv _ . 

(h.20). Nêu cung AE có số đo thoa mãn bất 

phương trình (3) thì điểm E phải nằm trên một 
trong hai cung MB và M' B' và ngược lại. 

Vậy nghiệm của bất phương trình (3) là 

— + kĩí < X < — + kĩi (k e z). B 

4 2 


5t£XA^ 


Hình 20 
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Chú ý. Nghiệm của bất phương trình tan A < 1 là 


- - 7 - + kĩi < X < — + Ả7U, k E z. 
2 4 


IV - BẤT PHƯƠNG TRÌNH cot.v < a 

Với mọi số thực a, bất phương trình cot.Y < a 
đều có nghiệm. 

Ta xét ví dụ sau đây. 

Ví dụ 4. Giải bất phương trinh 
1 


cot.l' < 


73' 


(4) 


B 

1 

J 


côtang 

/ n \ 

4'1 / 

) XV 

47ĩ\^J 

0 Ja 

3 

B' 


Hình 21 


Giải. Lấy điểm J trên trục côtang sao cho 

BJ = - 7 = . Nối JO cắt đường tròn lượng giác tại 
y3 

hai điểm MvàM' (h.21). 

rx 

Nếu cung AF có số đo thoả mãn bất phương trình (4) thì điểm F phải nằm trên một 
trong hai cung MA' và M' A và ngược lại. 

Vậy nghiệm của bất phương trinh (4) là 

Tí ^ 

-7 4- kn < X < n + kn, k e z. M 
3 

Chú ý. Nghiệm của bất phương trình cotx>~= là 

V 3 

71 

kn <x< — + kn, k E z. 

3 


Ôn tộp chương I 

1 . a) Hàm số y =• cos 3a* có phải là hàm số chấn không ? Tại sao ? 


b) Hàm số y = tan 


71 


-V + 

V 5; 


có phải là hàm số lẻ không ? Tại sao ? 

2. Căn cứ vào đồ thị hàm số y = sin*, tìm những giá trị của X trên đoạn 
3 71 I , 

-- 7 - ; 2 ti đế hàm sô đó : 

2 


a) Nhận giá trị bằng -1 ; 


b) Nhận giá trị âm. 
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Tìm giá trị lớn nhất của các hàm số sau : 

a) y = >/2(1 + COS.Y) + 1 ; b) V - 3 sin Ly -2. 

V 6 J 


Giải các phương trình sau : 


a) sin(A' + 1 ) = J ; 


c)cot" 


X _ 1 

2 “ 3 


. Giải các phương trình sau : 

2 - 

a) 2cos X - 3cos.y +1=0; 
c) 2sinx + cos X = 1 ; 


b) sin 2 2x = -Ị- ; 

2 


d) tan Ị^ỶJ + = -y/ĩ. 


b) 25 sin 2 Y + 15sin 2x + 9cos 2 A = 25 
d) sinx + 1,5 cotA = 0. 


Bài tộp trốc nghiệm 

Chọn phương án đủng : 

Phương trình cos.v = sin.Y có số nghiệm thuộc đoạn [- n ; 71 ] là : 

(A) 2 ; (B) 4 ; (C) 5 ; (D) 6. 

. Phương trình C — LL = tan 2* có số nghiệm thuộc khoảng [ 0 ; là : 

cos2a ■ ■ V 2 ) 


(A)2; 


(B) 3 ; 


(C)4; 


(D)5. 


. Nghiệm dương nhỏ nhất cua phương trình sinA + sin 2 a = cos X + 2cos~A là 


(C) 7 
4 


<<• 


. Nghiệm âm lớn nhất của phương trình 2 tan 2 X + 5tan.Y + 3 = 0 là : 

(A) ~ ; (B) ~ ; (C) -+ ; (D) 

3 4 6 6 

0. Phương trình 2 tan A - 2cot X - 3 = 0 có số nghiệm thuộc khoảng ; 71 j là 


(A) 1 ; 


(B) 2 ; 


(C) 3 ; 


(D)4. 
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Tú uơp-xtìc SUÍỈT 



Chương 


Chương này cung cáp những kiến thức cơ bản nhất về Đại số tổ hợp và Lí thuyết 
xác suất. 

Phần thứ nhất bao gồm quy tắc cộng và quy tắc nhàn, các khái niệm, các công 
thức về hoán vị, chỉnh hợp và tổ hợp, Các bài toán này thường gặp trong Toán ứng 
dụng. Ngoài ra, công thức khai triển nhị thức Niu-tơn và các áp dụng của nó cũng 
được trình bày. 

Phần tiếp theo cung cấp những khái niệm mở đầu và các công thức đơn giản nhất 
của Lí thuyết xác suất, một lĩnh vực quan trọng của Toán học, có nhiều ứng dụng 
thực tế. 






QUY TẮC ĐẾM 


Trong Đại số tổ hợp, có nhiều tập hợp hữu hạn mà ta .không dễ dàng xác 
định được số phần tử của chúng. Để đếm số phần tử của các tập hợp hữu 
hạn đó, cũng như để xây dựng các công thức trong Đại số tổ hợp, người ta 
thường sử dụng quy tắc cộng và quy tắc nhân. 

Số phần tử của tập hợp hữu hạn A được kí hiệu là n{A). Người ta 
cũng dùng kí hiệu |a| để chỉ số phân tử của tập A. Chẳng hạn : 

a) Nếu A = {a, b, c\ thì số phần tử của tập hợp A là 3, ta viết 
n{A) = 3 hay |a| = 3. 

b) Nếu A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, 

B - [ 2, 4, 6, 8} (tập hợp các số chẵn của A), 
thì /4 \z? = {1, 3, 5* 7, 9Ị. 

- Số phần tử của tập họp A là n(A) = 9. 

- Số phần tử của tập hợp B là n{B) = 4. 

- Số phần tử của tập hựp A\B là fĩ(A \B) = 5. 

I - QUY TẮC CỘNG 

Ví dụ 1. Trong một hộp chứa 
sáu quả cầu trắng dược đánh 
số từ 1 đến 6 và ba quả cầu đen 
được đánh số 7, 8, 9 (h.22). Có 
bao nhiêu cách chọn một trong 
các quả cầu ấy ? 

Giải. VI các quả cầu trắng hoặc đen đều được dánh số phân biệt nên mỗi 
lần lấy ra một quả cầu bất kì là một lần chọn. Nếu chọn quả trắng thì có 6 
cách chọn, còn nếu chọn quá đen thì có 3 cách. 

Do đó, số cách chọn một trong các quả cầu là 6 + 3 = 9 (cách). Bỉ 


- ềỊỆỆ$ - 

© © © © © © 


Hình 22 
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QUY TẮC 

Một công việc được hoàn thành bởi một trong hai hành 
động. Nếu hành động này có m cách thực hiện, hành động 
kia có n cách thực hiện không trùng với bất kì cách nào của 
hành động thứ nhất thì công việc đó có m + n cách thực hiện. 

Aị . ....... . ..... 

/ ^Trong Ví dụ 1, kí hiệu A là tập hợp các quả cầu trắng, B là tập hợp các quả cể 
đen. Nêu mối quan hệ giữa số cách chọn một quả cầu và số các phần tử của h, 
tập/4,/?. 

Quy tắc cộng được phát biểu ư trên thực chất là quy tắc đếm số phần tử cu 
hợp hai tập hợp hữu hạn không giao nhau, được phát biểu như sau : 

Nếu A và B là các tập hợp hữu hạn không giao nhau, thì 

n{A u B) = n(A) + n(B). 

CHÚ Ý 

Ọuy tắc cộng có thể mở rộng cho nhiều hành động. 

Ví dụ 2. Có bao nhiêu hình vuông trong Hình 23 ? 

Giải. Rõ ràng, chỉ có thể có các hình 
vuông cạnh 1 cm và 2 cm. Kí hiệu A là 
tập hợp các hình vuóng có cạnh 1 cm và B 
là tập hợp các hình vuông có cạnh 2 cm. ///„/, 23 

VI A n B = 0, A u B là tập họp các hình vuông trong Hình 23 và n(A) — 1( 
n{B) = 4 nên n(A u B) = n{A) + n{B) = 10 + 4 = 14. 

Vậy có tất cả 14 hình vuông. M 

II - QUY TẮC NHÂN 

Ví dụ 3. Bạn Hoàng có hai áo màu khác nhau và 
ba quần kiểu khác nhau. Hỏi Hoàng có bao nhiêu 
cách chọn một bộ quân áo ? 

Giải. Hai áo được ghi chữ a và h, ba quần 
được đánh số Ị, 2, 3. 

Để chọn một bộ quần áo, ta phải thực hiện liên 
tiếp hai hành động : 

Hành động Ị - chọn áo. Có hai cách chọn (chọn a hoặc h). Hình 24 



lem 


lem 
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Hành động 2 - chọn quần, ứng với mỗi cách chọn áo có ba cách chọn quần 
(chọn 1, hoặc 2, hoặc 3). 

Kết quả ta có các bộ quần áo như sau : a\, Cíl, a 3, hì, hl, h 3 (h.24). 

Vậy số cách chọn một bộ quần áo là 2.3 = 6 (cách). M 
Tổng quát, ta có Cịhty tắc nhân sau đây. 

QUY TẮC 

Một công việc dược hoàn thành bơi hai hành động liên tiếp. 
Nếu có m cách thực hiện hành động thứ nhất và ứng với 
mỗi cách đó có n cách thực hiện hành động thứ hai thì có 
m.n cách hoàn thành công việc. _ 


Từ thành phô A đến thành phô B có ba 
con đường, từ B đến c có bốn con 
đường (h.25). Hỏi có bao nhiêu cách đi 
từA đến c, qua B ? 

CHÚ Ý 



B c 

Hình 25 


Quy tắc nhân có thể mở rộng cho nhiều hành động liên tiếp. 


Ví dụ 4. Có bao nhiêu số điện thoại gồm : 

a) Sáu chữ số bất kì ? 

b) Sáu chữ số lẻ ? 

Giải 

a) Vì mỗi số điện thoại là một dãy gồm sáu chữ sổ nên để lập một số điện 
thoại, ta cần thực hiện sáu hành động lựa chọn liên tiếp các chữ số đó từ 10 
chữ số 0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Có 10 cách chọn chữ số đầu tiên. 

Tương tự, có 10 cách chọn chữ số thứ hai ; 


Có 10 cách chọn chữ số thứ sáu. 

Vậy theo quy tắc nhân, số các số điện thoại gồm sáu chữ số là 

10.10.10 = 10 6 = 1 000 000 (số). 

6 thừa số 

b) Tương tự, sô các số điện thoại gồm sáu chữ sô lẻ là 5 6 = 15 625 (sỏ), st 
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Bài tộp 


1. Từ các chữ số 1,2, 3, 4 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên gồm : 

a) Một chữ số ? b) Hai chữ số ? c) Hai chữ số khấc nhau ? 

2. Từ các chữ số 1, 2, 3, 4, 5, 6 có thể lập được bao nhiêu số lự nhiên bé hơn 100 ? 

3. Các thành phố A, B, c, D được nối với nhau bởi các con đường như Hình 26. 
Hỏi : 

a) Có bao nhiêu cách đi từ A đến D mà qua B và c chỉ một lần ? 

b) Có bao nhiêu cách đi từ A đến D rồi quay lại A ? 


Hìnlĩ 26 

4. CÓ ba kiểu mặt đồng hồ đeo tay (vuông, tròn, elip) và bốn kiểu dây (kim 
loại, da, vải và nhựa). Hỏi có bao nhiêu cách chọn một chiếc đồng hồ gồm 
một mặt và một dây ? 


Tổ HỢP 


I - HOÁN VỊ 

1. Định nghĩa 

Ví dụ 1. Trong một trận bóng đá, sau hai hiệp phụ hai đội vẫn hoà nên phải 
thực hiện đá luân lưu 11 m. Một đội đã chọn dược năm cầu thu để thực 
hiện đá năm quả 11 m. Hãy nêu ba cách sắp xếp đá phạt. 

Giải. Để xác định, ta giả thiết tên của năm cầu thủ được chọn là A, B, c, 
D, E. Để tổ chức đá luân lưu, huấn luyện viên cần phân công người đá thứ 
nhất, thứ hai, ... và kết quả phân công là một danh sách có thứ tự gồm tên 
của năm cầu thủ. Chẳng hạn, nếu viết DEACB nghĩa là D đá quả thứ nhất, 
E đá quả thứ hai, ... và B đá quả cuối cùng. 
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Có thể nêu ba cách tổ chức đá luân lưu như sau : 

Cách ì : ABC DE. 

Cách 2 : ACBDE, 

Cách 3 : CABED. s 

Mỗi kết quả của việc sắp thứ tự tên của năm cầu thủ đã chọn được gọi là 
một hoán vị tên cua năm cầu thủ. 

ĐỊNH NGHĨA 


Cho tạp hợp A gồm n phần tử (n > 1). 

Mỗi kết quả của sự sắp xếp thứ tự n phần tử của tập hợp A 
được gọi là một hoán vị của n phần tử đó. 



1 

Hãy liệt kê tất cả các số gồm ba chữ số khác nhau từ các chữ số 1,2, 3. 


NHẬN XÉT 


Hai hoán vị cưa n phần tử chỉ khác nhau ở thứ tự sắp xếp. 

Chẳng hạn, hai hoán vị ahc và ach của ba phần tử a, h, c là 
khác nhau. 


2. Số các hoán vị 

Ví dụ 2. Có bao nhiêu cách sắp xếp bốn bạn An, Bình, Chi, Dung ngồi vào 
một bàn học gồm bốn chỗ ? 

Giải. Để đơn giản, ta viết A, B . c, D thay cho 
tôn của bốn bạn và viết ACBD để mô tả cách 
xếp chỗ như Hình 27. 

a) Cách thứ nhất : Liệt kê. 27 

Các cách sắp xếp chồ ngồi được liệt kê như sau : 

ABCD . ABDC, ACBD, ACDB, ADBC, ADCB, 

BACD , BADC. BCAD, BCDA, BDAC, BDCA . 

CABD, CADB . CBAD, CBDA, CDAB , CDBA, 

DACB , DABC, DBAC . DBCA . DCAB, DCBA. 
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Như vậy có 24 cách, mỗi cách cho ta một hoán vị tên của bốn bạn và 
ngược lại. 

b) Cách thứ hai : Dùng quy tắc nhân. 

- Có bốn cách chọn một trong bốn bạn để xếp vào chỗ thứ nhất. 

- Sau khi đã chọn một bạn, còn ba bạn nữa. Có ba cách chọn một bạn xếp vào 
chỗ thứ hai. 

- Sau khi đã chọn hai bạn rồi còn hai bạn nữa. Có hai cách chọn một bạn ngồi 
vào chỗ thứ ba. 

- Bạn còn lại được xếp vào chỗ thứ tư. 

Theo quy tắc nhân, ta có số cách xếp chỗ ngồi là 

4.3.2 . 1 = 24 (cách). ■ 

Kí hiệu P /7 là số các hoán vị của n phần tử. Ta có định lí sau đây. 

ĐỊNH LÍ 

P n =n(n- 1) ...2.1. 

Chứng minh. Để lập được mọi hoán vị của n phần tử, ta tiến hành như sau : 
Chọn một phần tử cho vị trí thứ nhất. Có n cách. 

Sau khi chọn một phần tử cho vị trí thứ nhất, có n - 1 cách chọn một phần 
tử cho vị trí thứ hai. 

Sau khi đã chọn n — 2 phần tử cho n - 2 vị trí đầu tiên, có hai cách chọn 
một trong hai phần tử còn lại để xếp vào vị trí thứ n - 1. 

Phần tử còn lại sau cùng được xếp vào vị trí thứ n. 

Như vậy, theo quy tắc nhân, có n.{n - 1) ... 2.1 kết quả sắp xếp thứ tự n 
phần tử đã cho. 

Vậy 

p„ = n (n - 1)... 2.1. m 
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CHÚ Ý 


Kí hiệu n (n - 1) ... 2.1 là nỉ (đọc là n giai thừa), ta có 



Ấ 2 

/ ^Trong giờ học môn Giáo dục quốc phòng, một tiểu đội học sinh gồm mười người 
được xếp thành một hàng dọc. Hỏi có bao nhiêu cách xếp ? 

II - CHỈNH HỢP 

1. Định nghĩa 

Ví dụ 3. Một nhóm học tập có năm bạn A, B, C,D, E. Hãy kể ra vài cách phân 
công ba bạn làm trực nhật : một bạn quét nhà, một bạn lau bảng và một bạn 
sắp bàn ghế. 

Giải. Ta có bảng phân công sau đây. 


Quét nhà 

Lau bảng 

Sắp bàn ghế 

A 

c 

D 

A 

D 

c 

c 

B 

E 


Mỗi cách phân công nêu trong bảng trên cho ta một chỉnh hợp chập 3 của 5. ■ 
Một cách tổng quát, ta có định nghĩa sau đây. 


ĐỊNH NGHĨA 


Cho tập hợp A gồm n phần tử {n > 1). 

Kết quả của việc lấy k phần tử khác nhau từ n phần tử của tập 
hợp A và sắp xếp chúng theo một thứ tự nào đó được gọi là 
một chỉnh hợp chập k của n phần tử đã cho. 



3 

Trên mặt phẳng, cho bốn điểm phân biệt A, B, c, D. Liệt kê tất cả các vectơ khác 
vectơ - không mà điểm đầu và điểm cuối của chúng thuộc tập điểm đã cho. 


'-Đ.SỐ 11 
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2. Số các chỉnh hợp 

Trỏ' lại Ví dụ 3, ngoài cách tính số cách phân công trực nhật bằng phương 
pháp liệt kê, ta còn có một cách khác là sử dụng quy tắc nhân. Để tạo nên 
mọi cách phân công, ta tiến hành như sau : 

- Chọn một bạn từ năm bạn để giao việc quét nhà. Có 5 cách. 

- Khi đã chọn một bạn quét nhà rồi, chọn tiếp một bạn từ bốn bạn còn lại 
để giao việc lau bảng. Có 4 cách. 

- Khi đã có các bạn quét nhà và lau bảng rồi, chọn một bạn từ ba bạn còn lại 
để giao việc sắp bàn ghế. Có 3 cách. 

Theo quy tắc nhân, số cách phân công trực nhật là 

5.4.3 = 60 (cách). 

Nói cách khác, ta có 60 chỉnh hợp chập 3 của 5 bạn. 

Kí hiệu A* là số các chỉnh hợp chập k của n phần tử (l < k < n). Ta có định lí 

sau đày. 

ĐỊNH LÍ 

-- 

— n(n — 1)... (n - k + 1). 

( _____ 

Chứng minh. Để tạo nên mọi chỉnh hợp chập k của n phần tử, ta tiến hành 
như sau : 

Chọn một trong n phần tử đã cho xếp vào vị trí thứ nhất. Có n cách. 

Khi đã có phần tử thứ nhất, chọn tiếp một trong n - 1 phần tử còn lại xếp 
vào vị trí thứ hai. Có n - 1 cách. 

Sau khi đã chọn k - 1 phân tử rồi, chọn một trong n - (k - 1) phần tử còn lại 
xếp vào vị trí thứ k. Có n - k + 1 cách. 

Từ đó theo quy tắc nhân, ta được 

Aị = n(n - 1)...(/1 - k + 1). ■ 

Ví dụ 4. Có bao nhiêu số tự nhiên gồm năm chữ số khác nhau được lập từ các 
chữ số 1,2,..., 9 ? 

Giải. Mỗi số tự nhiên có năm chữ số khác nhau được lập bằng cách lấy 
năm chữ số khác nhau từ chín chữ số đã cho và xếp chúng theo một thứ tự 
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nhất định. Mỗi số như vậy được coi là một chỉnh hợp chập 5 của 9. Vậy số 
các số đó là 


An = 9.8.7.6.5 = 15 120. 


CHÚ Ý 


a) Với quy ước 0! = 1, ta có 


a: = 


nl 


(n — k)\ 


1 < k <n. 


b) Mỗi hoán vị của n phần tử cũng chính là một chỉnh hợp 
chập n của n phần tử đó. Vì vậy 


p = A n 
r n n • 


III - TỔ HỢP 

1. Định nghĩa 

Ví dụ 5. Trên mặt phảng, cho bốn điểm phân biệt A, B, c, D sao cho không 
có ba điểm nào thẳng hàng. Hỏi có thể tạo nên bao nhiêu tam giác mà các 
đỉnh thuộc tập bốn điểm đã cho ? 

GiảL Mỗi tam giác ứng với một tập con gồm ba điểm từ tập đã cho. Vậy ta 
có bốn tam giác ABC, ABD, ACD, BCD. m 

Một cách tổng quát, ta có định nghĩa sau đây. 

ĐỊNH NGHĨA 

Giả sử tập A có n phần t ử (n > 1). Mỗi tập con gồm k phần tử 
của A được gọi là một tổ hợp chập k của n phần tử đã cho. 

CHÚ Ý 

Số k trong định nghĩa cần thoả mãn điều kiện 1 < k < n. Tuy vậy, 
tập hợp không có phần tử nào là tập rỗng nên ta quy ước gọi tổ 
hợp chập 0 của n phần tử là tập rỗng. 


(Cho tập A = ị 1 , 2,3,4,5}. Hãy liệt kê các tổ hợp chập 3, chập 4 của 5 phần tử của A. 
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2. Sô các tổ hợp 


Kí hiệu cị là số các tổ hợp chập k của n phần tử (0 < k < n). 
Ta có định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 

c k = n\ 
n k\{n - k)\ 

Chứng minh. Với k = 0, công thức hiển nhiên đúng. 

Với Ấ. > 1, ta thấy một chỉnh hợp chập k của n phần tử được thành lập như sau : 
- Chọn một tập con k phần tử của tập hợp gồm n phần tử. Có cị cách chọn. 


- Sắp thứ tự k phần tử chọn được. Có Ấ:! cách. 

Vậy theo quy tắc nhân, ta có số các chỉnh hợp chập k của n phần tử là 

A í =c*.*! 


Từ đó cị 


A* »! 

k\ k\(n - k)\ 


SJSf 

m 


Ví dụ 6. Một tổ có 10 người gồm 6 nam và 4 nữ. Cần lập một đoàn đại biểu 
gồm 5 người. Hỏi : 


a) Có tất cả bao nhiêu cách lập ? 

b) Có bao nhiêu cách lập đoàn đại biểu, trong đó có ba nam, hai nữ ? 
Giải 


a) Mỗi đoàn được lập là một tố hợp chập 5 của 10 (người). Vì vậy, số đoàn 
đại biếu có thể có là 


r<5 

Mo 


10 ! 

5!5! 


252. 


b) Chọn 3 người từ 6 nam. Có cị cách chọn. 

Chọn 2 người từ 4 nữ. Có C 4 cách chọn. 

Theo quy tắc nhân, có tất cả C 5 .C 4 = 20.6 = 120 cách lập đoàn đại biểu 
gồm ba nam và hai nữ. m 


Ẩ 5 

/ ^Có 16 đội bóng đá tham gia thi đấu. Hỏi cần phải tổ chức bao nhiêu trận đấu sac 
cho hai đội bất kì đều gặp nhau đúng một lần ? 
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3. Tính chất của các sô c 

Từ định lí về cống thức tính số các tổ hợp chập k của n phần tử, ta có các 
tính chất sau đây. 

a) Tính chất 1 


Cz = c 

^77 


n-k 


(0 < k < n). 


Chẳng hạn, C 7 = C 7 = 35, 
b) Tính chất 2 (công thức Pa-xcan) 


f~fk— 1 . pA: _ 

,n —1 ^ ' /7 — 1 - y -'n 


(1 < k < lĩ). 


Chẳng hạn, C 7 + C 7 = Cg = 70. 


Ví dụ 7. Chứng minh rằng, với 2 < Ả: < n - 2, ta có 

C* = cịzĩ + 2c k „z\ + cí' 

Giải. Theo Tính chất 2, ta có 

cịzị + c 
ci -2 + c; 

Cộng các vế tương ứng của (1) và (2) và theo Tính chất 2. ta có 

C k — 2 . r\f-^k~~ 1 . k _ k — 1 . /~\k _ r^k UỊ 

n -2 + 2C n-2 + c „_2 = c,,_i + c„_| = C" . M 


,Ả--1 

77-2 

n k-\ 

- ^/7-1’ 

(1) 

,k 

77-2 

— c k 

- u 77-l • 

(2) 


BÀI ĐỌC THÊM 



TÍNH SỐ CÁC HOÁN VỊ VÀ số CÁC Tổ HỢP 
BẰNG MÁY TÍNH Bỏ TÚI 


Có thể sử dụng máy tính bỏ túi để tính số các hoán vi n! và sô' các tổ hợp c ! n . 
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1. Tính số các hoán vị bằng máy tính bỏ túi 

Dùng máy tính bỏ túi CASIO fx - 500MS để tính ĩì\, ta ấn các phím theo trình tự 
sau : 

SHIFT -v/ __ 

Ấn số n, ấn phím HB, ấn phím (MB, ấn phím BBB. Khi đó, kết quả sẽ hiển thị 
ỏ dòng thứ hai. 

Ví dụ 1. Tính 10!. 

Ta bấm liên tiếp các phím sau : 



Dòng thứ hai hiện ra 3,628,800. 

Vậy 10! = 3 628 800. 

2. Tính số các tổ hợp bằng máy tính bỏ túi 

Dùng máy tính bỏ túi CASIO fx - 500 MS để tính cị , ta ấn các phím theo trinh tự sau : 

Ấn số n, ấn phím su, ấn số k, ấn phím S8. Kết quả hiển thị ở dòng thứ hai. 

Ví dụ 2. Tính Cp . 

Ta ấn liên tiếp các phím sau : 

mmmmm 

Dòng thứ hai hiện ra 792. 

Vậy Cp =792. 


Bài tập 

1. Từ các .chữ số 1, 2, 3, 4, 5, 6, lập các số tự nhiên gồm sáu chữ số khác 
nhau. Hỏi : 

a) Có tất cả bao nhiêu số ? 

b) Có bao nhiêu số chẵn, bao nhiêu số lẻ ? 

c) Có bao nhiêu số bé hon 432 000 ? 

I. Có bao nhiêu cách sắp xếp chỗ ngồi cho mười người khách vào mười ghế 
kê thành một dãy ? 

Ị. Giả sử có bảy bông hoa màu khác nhau và ba lọ khác nhau. Hỏi có bao 
nhiêu cách cắm ba bông hoa vào ba lọ đã cho (mỗi lọ cắm một bông) ? 
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4. Có bao nhiêu cách mắc nối tiếp 4 bóng đèn được chọn từ 6 bóng đèn khác 
nhau ? 

5. Có bao nhiêu cách cắm 3 bông hoa vào 5 lọ khác nhau (mỗi lọ cắm không 
quá một bông) nếu : 

a) Các bông hoa khác nhau ? 

b) Các bông hoa như nhau ? 

6. Trong mặt phang, cho sáu điểm phân biệt sao cho không có ba điểm nào 
thẳng hàng. Hỏi có thể lập được bao nhiêu tam giác mà các đính của nó 
thuộc tập điểm đã cho ? 

7. Trong mặt phẳng có bao nhiêu hình chữ nhật được tạo thành từ bốn đường 
thẳng song song với nhau và năm đường thẳng vuông góc với bốn đường 
thẳng song song đó ? 


NHỊ THỨC NIU-TƠN 


[ - CÔNG THỨC NHỊ THỨC NIU-TƠN 
Ta có : 

(a + b) 2 = ứ 2 + 2 ab + b 2 = cịa 2 + c \a x b x + cịb 2 , 

0 a + bý = a + 3 a 2 b + 3 ab 2 + b 3 =C ( 3 V + cịa 2 b\ + cịa l b 2 + cịb 3 . 

^^Khai triển biểu thức (a + b) 4 thành tổng các đơn thức. 

Tổng quát, ta thừa nhận công thức khai triển biểu thức (ứ + b) n thành tổng 
các đơn thức như sau : 

(a + bf = c”rt" + c),a n ~ x b + ... + cịa n ~ k b k +... + + c"b". (1) 

Công thức (1) được gọi là công thức nhị thức Niu-ton . 
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HỆ QUẢ 

Với a = b = 1, ta có 2 n = cỊỊ + cỊ, + ... + c;;. 

Với a - 1 ; /7 = -1, ta có 

0 = c° - c), + ... + (-l/c* + ... + (-l)"cị 

CHÚ Ý 

Trong biểu thức ở vế phải của công thức (1): 

a) Số các hạng tử là n + 1; ■-.fu,Víj 

b) Các hạng tử có số mũ của a giảm dần từ n đến 0, số mũ của 
b tăng dần từ 0 đến n, nhưng tổng các số mũ của a và b trong 

mỗi hạng tử luôn bằng A2 (quy ước a° = b° = ì ); 

c) Các hệ số của mỗi hạng tử cách đểu hai hạng tử đầu và cuối 
thì bằng nhau. 

Ví dụ 1. Khai triển biểu thức (x + y ) 6 . 

Giải. Theo công thức nhị thức Niu-tơn ta có 

(x + y) = Cộ* -+* y + Cộ* y +c ịx y + Cộ* y + Cg.vy + C£y 
= * 6 + 6* 5 y + 15* 4 y 2 + 20* 3 y 3 + 15* 2 y 4 + 6*y 5 + y 6 . a 

Ví dụ 2. Khai triển biểu thức (2* - 3) 4 . 

Giải. Theo công thức nhị thức Niu-tơn ta có 

(2v-3) 4 = cị(2x) A + dị(2A') 3 (-3) + cị(2x) 2 (-3) 2 + CỈ2.í(-3) 3 + Cị(-3) 4 
= 16x 4 - %.f 3 + 216x 2 - 2ì6x + 81. * 

Ví dụ 3. Chứng tỏ rằng với n > 4, ta có 

c2 4- c? + cí + ... = ci + cĩ + ... = 2 n ~\ 

y -'n T v "/7 T ••• ^ T ••• 

Giải. Kí hiệu A = C^ + cị + ... 

s=c^+c 3 +... 

Theo Hệ quả ta có 2 n = A + B, 

0 = A-B. 

Từ đó suy ra A = B = 2 n *. ■ 


II - TAM GIÁC PA-XCAN 


Trong công thức nhị thức Niu-tơn ở mục I, cho n = 0, 1, ... và xếp các hệ số 
thành dòng, ta nhận được tam giác sau đây, gọi là tam giác Pa-xcan. 


/7 = 0 
/2 = 1 
/7 = 2 
/7 = 3 
/2 = 4 
/2 = 5 

/7 = 6 

/2 = 7 


1 

1 5 

6 

7 21 


1 

1 1 

l 2 1 

3 3 1 

4 6. 4 1 

\/ \,/ 

10 10 5 1 

15 20 15 6 

35 35 21 7 


NHẬN XÉT 

Từ công thức c* = cịz\ + C k n -\ suy ra cảch tính các số ở mỗi 
dòng dựa vào các số ở dòng trước nó. Chẳng hạn 

cị = c\ + cị = 4 + 6 = 10. 



2 

Dùng tam giác Pa-xcan, chứng tỏ rằng : 


a) l+2 + 3 + 4=cị ; 

b) 1+2 + ... + 7= cl. 



Bài tộp 


L Viết khai triển theo công thức nhị thức Niu-tơn : 


a) (a + 2b) 5 ; b) (a - yfĩý ; 




c) X - 


xj 
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3 , „ ( 9 y" 1 

2. Tim hệ số của x~’ trong khai triển của biểu thức : .V 4 - ~ 

V X 2 ) 

3. Biết hệ số của X 2 trong khai triển của (1 - 3a‘) ;ỉ là 90. Tìm /7. 

. , , f 7 n 8 

4. Tìm số hạng không chứa X trong khai triển của .r + — . 

V X) 


5. Từ khai triển biểu thức (3x - 4) 17 thành đa thức, hãy tính tổng các hệ số 
của đa thức nhận được. 

6. Chứng minh rằng : 

. a) 11 10 - 1 chia hết cho 100 ; 
b) 101 100 - 1 chia hết cho 10 000 ; 


c)VTÕ (1 + Vĩõ) 100 - (1 - VĨÕ) 100 _ là một số nguyên. 


BAN CÓ BIẾT ? 



PA-XCAN (PASCAL) 



Pa-xcan là nhà toán học, vật lí học và triết học người 
Pháp. Pa-xcan lúc nhỏ là một cậu bé thần đồng. Cha cậu 
nhận thấy điểu này. Không muốn sộm làm mệt óc con, 
ông cấm cậu bé Pa-xcan học toán. Song điều này càng 
kích thích tính tò mò của cậu. Năm 12 tuổi, một hôm cậu 
hỏi cha "Hình học là gì ?". Cha cậu giải thích sơ qua cho 
cậu hiểu. Pa-xcan rất lấy làm thích thú. Cậu liền bước 
theo con đường đúng là thiên hướng của minh. Không cẩn 
sách vở, một mình cậu tự chứng minh được rằng tổng các 
góc trong một tam giác bằng hai góc vuông. Ở tuổi 16, 
Pa-xcan viết công trình đầu tiên của mình về các thiết 
diện cônic. 



(1623 - 1662) 


Pa-xcan viết hàng loạt công trình về các chuỗi số và các hệ số nhị thức. Pa-xcan đã 
đưa ra bảng các hệ số của sự khai triển của (ứ + b)” dưới dạng một tam giác, 
ngày nay gọi là "Tam giác Pa-xcan". Pa-xcan đã tìm ra các hệ số nhị thức bằng 
phương pháp quy nạp toán học, đó là một trong những phát minh quan trọng của 
ông. Điều mới mẻ ở đây là Pa-xcan phát hiện ra rằng các hệ số nhị thức chính là 


58 




số các tổ hợp chập k của n phần tử và Pa-xcan đã dùng chúng để giải những bài 
toán của lí thuyết xác suất. 

Một cống hiến lớn nữa của Pa-xcan là việc khỏi thảo phép tính các đại lượng vô 
cùng bé. 

Về mặt kĩ thuật, ngay từ năm 1642, lúc mới 19 tuổi, Pa-xcan đã sáng chế ra một 
máy tỉnh để thực hiện các phép tính số học. Nguyên tắc của máy nay đã là xuat 
phát điểm cho việc chế tạo máy tính điện tử về sau này. 

Để ghi nhớ công lao của người đầu tiên đã sáng chế ra máy tính, các nhà tin học 
đã đặt tên cho một ngôn ngữ máy tính rất phổ biến là ngôn ngữ Pa-xcan. 

Về vật lí, Pa-xcan đã nghiên cứu áp suất của khí quyển và các vấn đề thuỷ tĩnh học. 
Tên của Pa-xcan đã được đặt cho một miệng núi lửa trên Mặt Trăng. 



- PHÉP THỬ; KHÔNG GIAN MAU 


í: Phép thử 

Một trong những khái niệm cơ bản của lí thuyết xác suất là phép thử. Một 
thí nghiệm, một phép đo hay một sự quan sát hiện tượng nào đó, ... được 
hiểu là phép thử. 

Chẳng hạn, gieo một đồng tiền kim loại (gọi tắt là đồng tiền), rút một quân 
bài từ cỗ bài tú lơ khơ (cỗ bài 52 lá) hay bắn một viên đạn vào bia, ... là 
những ví dụ về phép thử. 

Khi gieo một đồng tiền, ta không thể đoán trước được mặt ghi số (mặt 
ngửa, viết tắt là N) hay mặt kia (mặt sấp, viết tắt là 5) sẽ xuất hiện (quay 
lên trên). Đó là ví dụ về phép thử ngầu nhiên. 

Một cách tổng quát: 

Phép thử ngẫu nhiên là phép thử mà ta không đoán trước 
được kết quả của nó, mặc dù đã biết tập hợp tất cả các kết quả 
có thể có của phép thử đó. 

Để đơn giản, từ nay phép thử ngẫu nhiên được gọi tắt là phép thử. Trong 
Toán học phổ thông, ta chỉ xét các phép thử có một số hữu hạn kết quả. 
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2. Không gian mâu 


Ằ Hãy liệt kê các kết quả có thể của phép thử gieo 
một con súc sắc. 

Tập hợp các kết quả có thể xảy ra của một phép thử được gọi là 
không gian mẫu của phép thử và kí hiệu là Q (đọc là ô-mê-ga). 

Ví dụ 1. Gieo một đồng tiền (h.28). 

Đó là phép thử với không gian mẫu 
n = { s, /V}. ở đây, s kí hiệu cho kết 
quả "Mặt sấp xuất hiện" và iV kí hiệu 
cho kết quả "Mặt ngửa xuất hiện". 

Ví dụ 2. Nếu phép thử là gieo một 
đồng tiền hai lần thì không gian mẫu Hai đồn 9 tiền 

gồm bốn phần từ: n = [SS, SN, NS. AW|, Hình 28 

trong đó, chẳng hạn, SN là kết quả "Lần đầu đồng tiền xuất hiện mặt sấp, 
lần thứ hai đồng tiền xuất hiện mạt ngửa", ... 

Ví dụ 3. Nếu phép thử là gieo một cơn súc sắc hai lần , thì không gian mẫu 
gồm 36 phần tử : Q = {(/', j) I ị, j = 1,2, 3, 4, 5, 6 }, ở đó (/, j) là kết quả 
"Lần đầu xuất hiện mặt / chấm, lần sau xuất hiện mặt j chấm" (h. 29). 



• • • 
• • • 









Hình 29 
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ĨI - BIẾN CỐ 


Ví dụ 4. Gieo một đồng tiền hai lần. Đây là phép thử với không gian mẫu 


n = {55, SN, NS, NN\. 

Ta thấy sự kiện A : "Kết quả của hai lần gieo là như nhau" có thể xảy ra 
khi phép thử được tiến hành. Nó xảy ra khi và chỉ khi một trong hai kết quả 
55, NN xuất hiện. Như vậy, sự kiện A tương ứng với một và chỉ một tập 
con {55, NN} của không gian mẫu. Chính vì lẽ đó, ta đồng nhất chúng với 
nhau và viết A = {55, NN}. Ta gọi A là một biến cố. 

Tương tự, biến cố B : "Có ít nhất một lần xuất hiện mặt ngửa" được viết là 


B = {SN, NS, NN\. 

Ngược lại, tập con c = {55, SN) là biến cố có thể phát biểu dưới dạng 
mệnh đề : "Mặt sấp xuất hiện trong lần gieo đầu tiên". 


Các biến cố A, B và c ờ trên đều gắn liền với phép thử gieo một đồng tiền 
hai lần nên ta nói chúng liên quan đến phép,thử đã cho. 

~ Một cách tổng quát, mỗi biến cố-liên quan đến một 

phép thử được mô tả bởi một tập con của không gian 
mẫu (h.30). Từ đó ta có định nghĩa sau đây. 

II Biến co là một tập con của không gian mẫu. Hinh ?0 



Như vậy, một biến cố liên quan đến phép thử là một tập hợp bao gồm các 
kết quả nào đó của phép thử. 

- Cần chú ý rằng biến cố đôi khi được cho dưới dạng một mệnh đề xác định 
tập hợp như đã thấy trong Ví dụ 4, hoặc trong phép thử gieo con súc sắc, biến 
cố A : "Con súc sắc xuất hiện mặt chẵn chấm" được cho dưới dạrig mệnh đề 
xác định tập con A = {2, 4, 6} của không gian mẫu Q ={1,2,..., 6Ị. 

Người ta thường kí hiệu các biến cố bằng các chữ in hoa A, B, c, ... 

- Từ nay về sau, khi nói cho các biến cố A,B,... mà không nói gì thêm thì 
ta hiểu chúng cùng liên quan đến một phép thử. 

Tập 0 được gọi là biến cố không thể (gọi tắt là biến cô 
II không). Còn tập Q được gọi là biến cô chắc chắn. 

Chẳng hạn, khi gieo một con súc sắc, biến cố : "Con súc sắc xuất hiện mặt 
7 chấm" là biến cố không, còn biến cố : "Con súc sắc xuất hiện mặt có số 
chấm không vượt quá 6" là biến cố chắc chắn. 

- Ta nói rằng biến cố A xảy ra trong một phép thử nào đó khi và chỉ khi 
kết quả của phép thử đó là một phần tử của A (hay thuận lợi cho A). 
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Như vậy, biến cố không thể (tức Jà 0) không bao giờ xảy ra, trong khi đó, 
biến cố chắc chắn n luôn luôn xảy ra. 

Trong Ví dụ 4, nếu xuất hiện kết quả ss thì A xảy ra còn B không xảy ra. 
Trong khi đó, nếu xuất hiện kết quả SN thì B xảy ra còn A không xảy ra. 

- PHÉP TOÁN TRÊN CÁC BIÊN cố 

- Giả sử A là biến cố liên quan đến một phép thử. 

Tập Q \ A được gọi là biến cố đối 
của biến cố A, kí hiệu là A (h.31). 

Do Cứ e A <=> co 6 A, nên A xảy ra khi và chỉ khi A không xảy ra. 

Chẳng hạn, nếu phép thử là gieo một con súc sắc thì biến cố B : "Xuất hiện 
mặt chẵn chấm" là biến cố đối của biến cố A : "Xuất hiện mặt lẻ chấm", 

nghĩa là B = A . 

- Giả sử A và B là hai biến cố liên quan đến một phép thử. Ta có định nghĩa sau : 

Tập Ayj B được gọi là hợp của các biến cố A và B. 

Tập A n B được gọi là giao của các biến cố A và B. 

Nếu A n B = 0 thì ta nói A và B xung khấc. 

Theo định nghĩa, A u B xảy ra khi và chỉ khi A xảy ra hoặc B 
xảy ra ; A n B xảy ra khi và chỉ khi A và B đồng thời xảy ra. 
Biến c ố A n B còn được viết là A.B. 

A và B xung khắc khi và chỉ khi chúng không khi nào cùng 
xảy ra (h. 32). 

Ta có bảng sau : 

Õ 

x -‘ 

Hình 32 



Kí hiệu 

Ngôn ngữ biến cố 

A c Q 

A là biến cố 

A = 0 

A là biến cố không 

A =Q 

A là biến cố chắc chắn 

C = A\jB 

c là biến cố : "A hoặc B" 

C = AnB 

c là biến cố : "A và B" 

A r\ B = 0 

A và B xung khắc 

B= Ã 

A và ổ đối nhau. 







Ví dụ 5. Xét phép thử gieo một đồng tiền hai lần với các biến cố : 

A : "Kết quả của hai lần gieo là như nhau" ; 

B : "Có ít nhất một lần xuất hiện mặt sấp" ; 
c : "Lần thứ hai mới xuất hiện mặt sấp" ; 

D : "Lần đầu xuất hiện mặt sấp". 

Ta có : 

A= ịSS, NN 1 ;B = {SN, NS, SS} ; c ={NS) ; D ={SS, SN}. 

Từ đó, 

CuD = {SS.SN, NS}=B ; 

A n D = \SS) là biến cố "Cả hai lần đều xuất hiện mặt sấp". 

Bài tộp 

. Gieo một đồng tiền ba lần. 

a) Mô tả không gian mẫu. 

b) Xác định các biến cố : 

A : "Lần đầu xuất hiện mặt sấp" ; 

B : "Mặt sấp xảy ra đúng một lần" ; 
c : "Mặt ngửa xảy ra ít nhất một lần". 

2. Gieo một con súc sắc hai lần. 

a) Mô tả không gian mẫu. 

b) Phát biểu các biến cố sau dưới dạng mệnh đề : 

A= {(6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)} ; 

B= {(2, 6), (6, 2), (3, 5), (5, 3), (4,4)1 ; 
c= 1(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)}. 

3. Một hộp chứa bốn cái thẻ được đánh số 1, 2, 3, 4. Lấy ngẫu nhiên hai thẻ. 

a) Mô tả không gian mẫu. 

b) Xác định các biến cố sau : 

A : "Tổng các số trên hai thẻ là số chẵn" ; 

B : "Tích các số trên hai thẻ là số chẵn". 
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4. Hai xạ thủ cùng bắn vào bia. Kí hiệu A k là biến cố : "Người thứ k bắn 
trúng", k = 1,2. 

a) Hãy biểu diễn các biến cố sau qua các biến cốAị,A 2 : 

A : "Không ai bắn trúng" ; 

B : "Cả hai đều bắn trúng" ; 
c : "Có đúng một người bắn trúng" ; 

D : "Có ít nhất một người bắn trúng". 

b) Chứng tỏ rằng A = D ; B và c xung khắc. 

5. Từ một hộp chứa 10 cái thẻ, trong đó các thẻ đánh số 1, 2, 3, 4, 5 màu đỏ, 
thẻ đánh số 6 màu xanh và các thẻ đánh số 7, 8, 9, 10 màu trắng. Lấy ngẫu 
nhiên một thẻ. 

a) Mô tả không gian mẫu. 

b) Kí hiệu A, B,c là các biến cố sau : 

A : "Lấy được thẻ màu đỏ" ; 

B : "Lấy được thẻ màu trắng" ; 
c : "Lấy được thẻ ghi số chẵn". 

Hãy biểu diễn các biến cố A, B, c bởi các tập hợp con tương ứng cửa 
không gian mẫu. 

6 . Gieo một đồng tiền liên tiếp cho đến khi lần đầu tiên xuất hiện mặt sấp 
hoặc cả bốn lần ngửa thì dừng lại. 

a) Mô tả không gian mẫu. 

b) Xác định các biến cố : 

A : "Số lần gieo không vượt quá ba" ; 

B : "Số lần gieo là bốn". 

7. Từ một hộp chứa năm quả cầu được đánh số 1, 2, 3, 4, 5, lấy ngẫu nhiên 
liên tiếp hai lần mỗi lần một quả và xếp theo thứ tự từ trái sang phải. 

a) Mô tả không gian mẫu. 

b) Xác định các biến cố sau : 

A : "Chữ số sau lớn hơn chữ số trước" ; 

B : "Chữ số trước gấp đôi chữ số sau" ; 
c : "Hai chữ số bằng nhau". 
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- ĐỊNH NGHĨA cố ĐIỄN CỦA XÁC SUẤT 

. Định nghĩa 

Một đặc trưng định tính quan trọng của biến cố liên quan đến một phép thử 
là nó có thể xảy ra hoặc không xảy ra khi phép thử đó được tiến hành. Một 
câu hỏi được đặt ra là nó có xảy ra không ? Khả năng xảy ra của nó là bao 
nhiêu ? Như vậy, nảy sinh một vấn đề là cần phải gắn cho biến cố đó một 
con số hợp lí để đánh giá khả năng xảy ra của nó. Ta gọi số đó là xác suất 
của biến cố. 

Ví dụ 1. Gieo ngẫu nhiên một con súc sắc cân đối và đồng chất. Các kết 
quả có thể là (h.33) 





• • 
• • 


• • 
• • 


• • 
• • 
• • 


Hình 33 

Không gian mẫu của phép thử này có sáu phần tử, được mô tả như sau 

n= {1,2,3,4,5,61. 

Do con súc sắc là cân đối, đồng chất và được gieo ngẫu nhiên nên khả 
năng xuất hiện từng mặt của con súc sắc là như nhau. Ta nói chúng đồng 

khả năng xuất hiện. Vậy khả năng xuất hiện của mỗi mặt là Ặ. 

6 

Do đó, nếu A là biến cố : "Con súc sắc xuất hiện mặt lẻ" (A = {1, 3, 5}) thì 
khả năng xảy ra của A là 

J_ 1 1_3_2_ 

6 + 6 + 6 - 6 _ 2 ’ 

số này được gọi là xác suất của biến cốA. 


5 a -B.SỐ 11 
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một hộp chứa bốn quả cầu ghi chữ a, hai quả cầu ghi chữ b và hai quả cầu ghi 
chữ c (h.34), lấy ngẫu nhiên một quả. Kí hiệu : 

A : "Lấy được quả ghi chữa"; 

B : "Lấy được quả ghi chữ b" ; 
c : "Lấy được quả ghi chữ c". 

Có nhận xét gì về khả năng xảy ra của các biến cố A,BvàC ? Hãy so sánh chúng 
với nhau. 

0 0 _©© Q Q © 0 


Hình 34 

Một cách tổng quát, ta có định nghĩa sau đây. 


ĐỊNH NGHĨA 


Giả sử A là biến cố liên quan đến một phép thử chỉ có một số 


hữu hạn kết quả đồng khả năng xuất hiện. Ta gọi tỉ số 
là xác suất của biến cô A, kí hiệu là P(A). 


, n(A) 


n(ũ) 


P(A) = 


n(A) 

n(Q) 


CHÚ Ý 


n(A ) là số phần tử của A hay cũng là số các kết quả thuận lợi cho 
biến cố A, còĩi n{ Q) là số các kết quả có thể xảy ra của phép thử. 

2. Ví dụ 

Ví dụ 2. Gieo ngẫu nhiên một đồng tiền cân đối và đồng chất hai lần. Tính 
xác suất của các biến cố sau : 

a) A : "Mặt sấp xuất hiện hai lần" ; 

b) B : "Mặt sấp xuất hiện đúng một lần" ; 

c) c : "Mặt sấp xuất hiện ít nhất một lần". 
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Giải (h.35). Không gian mẫu n = {55, SN , NS, NN } 
gồm bốn kết quả. Vì đồng tiền cân đối, đồng chất và 
việc gieo là ngẫu nhiên nên các kết quả đồng khả năng 
xuất hiện. Ta có 


a) A - {55}, n(A ) = 1, «(Q) = 4, theo định nghĩa ta có 


p (A) = 


n{A) 

n{ũ) 


Ị_ 

4 ' 


*ss 

*SN 

*NS 

*NN 

Q 


Hình 35 


b )B = {SN, NS}, ỉì(B) = 2 nên 


p (B) = 


n(B) _ 2 _ _Ị_ 
/7(Q) “ 4 “ 2 


c) c = {55, SN, NS}, n(C) = 3 nên 

p (C) = 


n(C) 


3 

4 


Ví dụ 3. Gieo ngẫu nhiên một con súc sắc cân đối và đồng chất. Tính xác 
suất của các biến cố sau : 


A : "Mặt chẵn xuất hiện" ; 

B : "Xuất hiện mặt có số chấm chia hết cho 3" ; 
c : "Xuất hiện mặt có số chấm không bé hơn 3". 





• • 
• • 


• • 
• • 



Hình 36 

Giải. Không gian mẫu có dạng : Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, gồm sáu ket quả 
đồng khả năng xuất hiện (h.36). Rõ ràng 


A = {2,4,6}, n(A) = 3, 

£={3,6}, n{B) = 2, 

c ={3,4, 5, 6 }, , /1(0 = 4. 

Từ đó, theo định nghĩa ta có 


P(A) = 


n{A) _ 3 _ J_ 
n( Q) ~ 6 ” 2 ’ 
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p (B) = 


n(B ) 2 1 

n(Q) ~ 6 ~~ 3 ’ 


P(C) = = ị = ệ. * 

n(Q) 6 3 

Ví dụ 4. Gieo ngẫu nhiên một con súc sắc cân đối và đồng chất hai lần. Tính 
xác suất của các biến cố sau : 

A : "Số chấm trong hai lần gieo bằng nhau" ; 

B : "Tổng số chấm bằng 8". 

Giải. Như đã biết (xem Ví dụ 3, §4), Q = {(/,/) I 1 < i,j < 6}, gồm 36 kết 
quả đồng khả năng xuất hiện. Ta có bảng (xem thêm Hình 29) : 




2 13 14 15 16 


21X22 X23 24 25/26 


31 32X33X34/35/36 


41 42 43X44X45 46 


51 52/53/54X55X56 


61 <62/63 64 65X 66 


A= {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)}, n{A) = 6, n(Q) = 36. Từ đó, 
theo định nghĩa ta có 

p W= ^ = A> 

n(£ì) 36 6 

Tương tự, B={{ 2, 6), (6, 2), (3, 5), (5, 3), (4, 4)Ị, n(B) = 5, n(CẰ) = 36 nên 

P(£)= !*Ỉ1=Ậ. m 
n(Q) 36 


II - TÍNH CHẤT CỦA XÁC SUẤT 

1. Định lí 

Giả sửAvầB là các biến cố liên quan đến một phép thử có một số hữu hạn 
kết quả đồng khả năng xuất hiện. Khi đó, ta có định lí sau đây. 
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ĐỊNH LÍ 

a) PÍ0) = 0, P(Q) = I. 

b) 0 < P(Ấ) < 1, với mọi biến cố A. 

c) Nếu A và B xung khắc, thì 

, P(Ấ u B) = P(A) + P(Z?) (công thức cộng xác suất). 


2 

Chứng minh các tính chất a), b) và c). 
HỆ QUẢ 



Chứng minh. V1ẤU Ấ = Q và A n A = 0 nên theo công thức cộng xác 
suất ta có 

1 = p(n)=PG4) + p(Ã’). 

Từ đó ta có điều phải chứng minh. ■ 


2. Ví dụ 

Ví dụ 5. Từ một hộp chứa ba quả cầu 
trắng, hai quả cầu đep (h.37), lấy ngẫu 
nhiên đồng thời hai quả. Hãy tính xác 
suất sao cho hai quả đó : 

a) Khác màu ; b) Cùng màu. Hình 37 

Giải. Mỗi lần lấy đồng thời hai quả cầu cho ta một tổ hợp chập hai của 
năm phần tử. Do đó, không gian mẫu gồm các tổ hợp chập hai của năm 

phần tử và n{ Q) = =10. 

Vì việc lấy quả cầu là ngẫu nhiên nên các kết quả đó đồng khả năng. 

Kí hiệu A : "Hai quả khác màu", B : "Hai quả cùng màu". 

Vì chỉ có hai màu đen hoặc trắng nên ta thấy ngay B =A . 
a) Theo quy tắc nhân, n(A ) = 3.2 = 6. 
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Do đó 


P(A)=^ = A 3 

n(Q) 10 5 

b) Vì B = A nên theo hệ quả ta có 

p (B) = P(Ă) = 1 - p (A) = I. H 

Ví dụ 6. Một hộp chứa 20 quả cầu đánh số từ 1 đến 20. Lấy ngẫu nhiên 
một quả. Tính xác suất của các biến cố sau : 

a) A : "Nhận được quả cầu ghi số chẵn" ; 

b) B : "Nhận được quả cầu ghi số chia hết cho 3 ; 

c ) A n B ; 

d) c : "Nhận được quả cầu ghi số không chia hết cho 6". 

Giải. Khồng gian mẫu được mô tả là Q = {1, 2, ..., 20} gồm 20 kết quả 
đồng khả năng, n( Q) = 20. 

a ) A = {2,4,6, 8, 10, 12, 14, 16, 18,20}, n(A) = 10 nên 

p (A) = ^ = 1£> 
n( Q) 20 2 

b) B= {3,6, 9, 12, 15, 18},«(fi) = 6. 

Từ đó 

p (B) = ^ = 6 3; 

n(Q) 20 10 


c) V\AnB = {6, 12, 18}, n(A n B) = 3 nên 


ỉĩ(Q) 


_3_ 

20 ' 


d) Vì A n B = {6, 12, 18}, nên A n B là biến cố : "Nhận được quả cầu ghi 
số chia hết cho 6". Do đó, c là biến cố đối của biến cố A n B, ta có 


P(C) = 1 - P(A n B) = 1 - =• = ■=. ■ 

20 20 


c =A n B và 




II - CÁC BIẾN CỐ ĐỘC LẬP, CÔNG THỨC NHÂN XÁC SUẤT 


Ví dụ 7. Bạn thứ nhất có một đồng tiền, bạn thứ hai có con súc sắc (đều 
cân đối, đồng chất). Xét phép thử "Bạn thứ nhất gieo đồng tiền, sau đó bạn 
thứ hai gieo con súc sắc" (h.38a). 

a) Mô tả không gian mẫu của phép thử này. 

b) Tính xác suất của các biến cố sau : 

A : "Đồng tiền xuất hiện mặt sấp" ; 

B : "Con súc sắc xuất hiện mặt 6 chấm" ; 
c : "Con súc sắc xuất hiện mặt lẻ". 

c) Chứng tỏ P(A.B) = P(A).P(B); P(A.C) = P(A).P(C). 

Giải 

a) Không gian mẫu của phép thử có dạng 

Q = {51,52, 53, 54, 55, 56, Nì, N2, N3, N4, N5, N6}. 

Theo giả thiết, ũ. gồm 12 kết quả đồng khả năng 
xuất hiện (h.38b). 




a) 

Hình 38 

b) Ta thấy A = [51, 52, 53, 54, 55, 56}, n{A) = 6 ; 
B= {56, N6},n(B) = 2\ 

C={NÌ,N3, N5, 51,53, 55}, n(C) = 6. 
n(A) _ 6 _ 1 
n{ Q) ~ 12 ~ 2 ’ 

n{B) _ 2 \ _ 

12 “ 6 ; 



Từ đó 


P(A) 


p (B) = 


p (C) = 


n(Q) 

n{C ) 
n{ Q) 


_ 6 _ 

12 


Ị_ 

2 
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c) Rõ ràng A.B = Ị56Ị và p (A.B) = = — 

n(ũ.) 12 


Ta có 


P(A.B) = — = ì ì = P(A)P(B). 
12 2 6 

Tương tự, A.c = {51, 53, 55} ; 


P(Ẩ.C) = ~ỉr = i^ = T = ị-ị = P(Ả)P(C). ■ 
n(Q) 12 4 2 2 

Trong Ví dụ 7, ta nhận thấy xác suất xuất hiện mỗi mặt của con súc sắc là ị , 

' 6 

không phụ thuộc vào việc đồng tiền xuất hiện mặt "sấp" hoặc "ngửa". 

Nếu sự xảy ra của một biến cố không ảnh hưởng đến xác suất xảy ra của 
một biến cố khác thì ta nói hai biến cố đó độc lập. Như vậy, trong Ví dụ 7, 
các biến cố AvkB độc lập và cũng vậy, A và c độc lập. 

Tổng quát, đối với hai biến cố bất kì ta có mối quan hệ sau : 

/’ - ^ 7~7 " ~~ ” 7 'N 

A và B là hai biến cố độc lập khi và chỉ khi 

P(AB) = P(A).V(B). 

\ . . . J 


BÀI ĐỌC THÊM 



MỞ RỘNG QUY TẮC CỘNG VÀ 
CÔNG THỨC CỘNG XÁC SUẤT 


Quy tắc cộng còn được mở rộng đối với các tập hợp hữu hạn, có giao khác rỗng. 
Có thể chứng minh được rằng, với hai tập hợp hữu hạn Avà B bất kì, ta có 
n(A u B) = n(A) + n(B ) - n(A n B) (quy tắc bao hàm và loại trừ). 

Ví dụ 1. Một tổ mười người sẽ được chơi hai môn thể thao là cầu lông và bóng 
bàn. Có năm bạn đăng kí chơi cầu lông, bốn bạn đăng kí chơi bóng bàn, trong đó 
có hai bạn đăng kí chơi cả hai môn. Hỏi có bao nhiêu bạn đăng kí chơi thể thao ? 
Bao nhiêu bạn không đăng kí chơi thể thao ? 
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Giải. Kí hiệu X là tập hợp các học sinh trong tổ ; A là 
tập hợp các học sinh đăng kí chơi cầu lông, B là tập 
hợp các học sinh đăng kí chơi bóng bàn (h.39), thế thì 
n(X) = 10, n{A ) = 5, n(B ) = 4, n(A n B) = 2. Như vậy : 

A u B là tập hợp các bạn đăng kí chơi thể thao. Vì 
n(A n B) = 2 nên số bạn đăng kí chơi thể thao là 

n(A <jB) = n(A) + n(B ) - n(AnB ) = 5 + 4- 2 = 7 (bạn) 

Từ đó, số bạn không đăng kí chơi môn thể thao nào là Hình 39 



n(X) - n(A u B) = 10 - 7 = 3 (bạn). ■ 

Nhờ quy tắc cộng mở rộng, ta có công thức cộng xác suất mở rộng sau đây. 

Với hai biến cố A và B bất kì cùng liên quan đến một phép thử, 
ta có 

P(Ẩ u B) = P(A) + p (B) - p (A .B). 


Ví dụ 2. Gieo ngẫu nhiên một con súc sắc cân đối đồng chất hai lần. Tính xác 
suất của các biến cố sau : 

A : "Lần thứ nhất xuất hiện mặt 6 chấm"; 

B : "Lần thứ hai xuất hiện mặt 6 chấm" ; 
c : "ít nhất một lần xuất hiện mặt 6 chấm" ; 

D : "Không lần nào xuất hiện mặt 6 chấm". 

Giải. Ta có Q = { (ỉ, j) 11 < i,j < 6 }, trong đó /■ là số chấm xuất hiện trong lần gieo 
thứ nhất, j là số chấm xuất hiện trong lần gieo thứ hai, n(Q) = 36. Như vậy 


A = {(6J) I 1 <ý < 6 }, n(A) = 6 ; 
B={ự, 6) I ì<i<6},n(B) = 6-, 


c = AuB,D = c ,AnB = {(6,6)},n(AnB) = l. 
Từ đó, theo định nghĩa ta có 

P (A)= ^ = A = i, P(B)= ^ = A = i, 

/1(0) 36 6 /2(0) 36 6 


VịABị. ầ ánẼl. 

/ 2 ( 0 ) 


JỊ_ 

36' 


Theo nhận xét ta có 


P(C) = P(A uí) = p(4) + P(B) - P(A. B)= 7 + 7 -^ = ^. 

6 6 36 36 


Theo hệ quả ta có 

P(D)= P(C) = 1-P(C)= l-^ = ■ 

36 36 
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Bài tập 


1. Gieo ngẫu nhiên một con súc sắc cân đối và đồng chất hai lần. 

a) Hãy mô tả không gian mẫu. 

b) Xác định các biến cố sau : 

A : "Tổng số chấm xuất hiện trong hai lần gieo không bé hơn 10" ; 

B : "Mặt 5 chấm xuất hiện ít nhất một lần". 

c) Tính P(A), p (B). 

2. Có bốn tấm bìa được đánh số từ 1 đến 4. Rút ngẫu nhiên ba tấm. 

a) Hãy mô tả không gian mẫu. 

b) Xác định các biến cố sau : 

A : "Tổng các số trên ba tấm bìa bằng 8" ; 

B : "Các số trên ba tấm bìa là ba số tự nhiên liên tiếp". 

c) Tính P(A), P(£). 

3. Một người chọn ngãu nhiên hai chiếc giày từ bốn đôi giày cỡ khác nhau. 
Tính xác suất để hai chiếc chọn được tạo thành một đôi. 

4. Gieo một con súc sắc cân đối và đồng chất. Giả sử con súc sắc xuất hiện 
mặt b chấm. Xét phương trình X + bx + 2 = 0. Tính xác suất sao cho : 

a) Phương trình có nghiệm ; 

b) Phương trình vô nghiệm ; 

c) Phương trình có nghiệm nguyên. 

5. Từ cỗ bài tú lơ khơ 52 con, rút ngẫu nhiên cùng một lúc bốn con. Tính xác 
suất sao cho : 

a) Cả bốn con đều là át; 

b) Được ít nhất một con át; 

c) Được hai con át và hai con K. 

6 . Hai bạn nam và hai bạn nữ được xếp ngồi ngẫu nhiên vào bốn ghế xếp 
thành hai dãy đối diện nhau. Tính xác suất sao cho : 

a) Nam, nữ ngồi đối diện nhau ; 

b) Nữ ngồi đối diện nhau. 


74 




Có hai hộp chứa các quả cầu. Hộp thứ nhất chứa 6 quả trắng, 4 quả đen. 
Hộp thứ hai chứa 4 quả trắng, 6 quả đen. Từ mỗi hộp lấy ngẫu nhiên một 
quả. Kí hiệu : 

A là biến cố : "Quả lấy từ hộp thứ nhất trắng" ; 

B là biến cố : "Quả-lấy từ hộp thứ hai trắng". 

a) Xét xem A và B có độc lập không. 

b) Tính xác suất sao cho hai quả cầu lấy ra cùng màu. 

c) Tính xác suất sao cho hai quả cầu lấy ra khác màu. 


BÀI ĐOC THÊM 



ĐỊNH NGHĨA THỐNG KÊ CỦA XÁC SUẤT 


Một đồng tiền cân đối và đồng chất được gieo n lẩn. Kí hiệu n s là số lần xuất 
hiện mặt sấp s trong n lẩn gieo đó. 

Ta gọi tí sô / (5) = — là tân suất xuất hiện mặt sấp trong n lân gieo. 
n n 

Bằng thực nghiệm ta thấy, tần suất thay đổi khi ta thực hiện loạt n lần gieo khác cũng 
như khi tăng số lần gieo. 

Tuy nhiên với n khá lớn, tẩn suất này có tính ổn định, nghĩa là nó dao động xung 
quanh số — và khi n tăng, tần suất ngày càng gần số ị- . 


Ta có thể hình dung điều đó qua bảng các kết quả gieo đồng tiền của các nhà 
toán học Buýp-phông (Buffont) và Piếc-sơn (Pearson) sau đây. 


Người gieo 

Số lẩn gieo 

Số lần xuất hiện mặt s 

Tần suất 

Buýp-phông 

4040 

2048 

0,5069 

Piếc-sơn 

12000 

6019 

0,5016 

Piếc-sơn 

24000 

12012 

0,5005 


Số — mà tần suất f n (S) dao động quanh nó được gọi là xác suất của biến cố s 
theo quan điểm thống kê. 
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Một cách tổng quát : 

Kí hiệu n A là số lần xuất hiện biến cố A trong một dãy n phép thử 

được lặp đi lặp lại (dãy các phép thử lặp). Tỉ số — gọi là tẩn suất 

n 

xuất hiện biến CÔA. 

n A . _ 

Khi n tăng, — ngày càng gan một sô P(A) xác định. Người ta gọi 
n 

số P(A) đó là xác suất của biến CỐA theo quan điểm thông kê. 


Trong trường hợp phép thử chỉ có một số hữu hạn kết quả đồng khả năng xuất 
hiện thì số P(A) trong định nghĩa này trùng với số P(A) trong định nghĩa cổ điển 
của xác suất. Do đó, định nghĩa thống kê của xác suất là một sự mỏ rộng thực sự 
cũa định nghĩa cổ điền của xác suất. 

Nhà toán học Thuỵ Sĩ J.Béc-nu-!i (Jacob Bernoulli) là người đầu tiên phát hiện ra 

tính ổn định thống kê của dãy tần suất —. 

n 


Poát-xông (Poisson) là người đầu tiên gọi quy luật ổn định của tần suất là luật số lớn. 


Ồn tạp chưong II 

1. Phát biểu quy tắc cộng, cho ví dụ áp dụng. 

2. Phát biểu quy tắc nhân, cho ví dụ áp dụng. 

3. Phân biệt sự khác nhau giữa một chỉnh hợp chập k của n phần tử và một tổ 
hợp chập k của n phần tử. 

4. Có bao nhiêu số chẵn có bốn chữ số được tạo thành từ các chữ số 0, 1, 2, 3, 
4, 5, 6 sao cho : 

a) Các chữ số có thể giống nhau ? 

b) Các chữ số khác nhau ? 

5. Xếp ngẫu nhiên ba bạn nam và ba bạn nữ ngồi vào sáu ghế kê theo hàng 
ngang. Tìm xác suất sao cho : 

a) Nam, nữ ngồi xen kẽ nhau ; 

b) Ba bạn nam ngồi cạnh nhau. 

6 . Từ một hộp chứa sáu quả cầu trắng và bốn quả cầu đen, lấy ngẫu nhiên 
đồng thời bốn quả. Tính xác suất sao cho : 

a) Bốn quả lấy ra cùng màu ; 

b) Có ít nhất một quả màu trắng. 
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7. Gieo một con súc sắc ba lần. Tính xác suất sao cho mặt sáu chấm xuất hiện 
ít nhất một lần. 

8. Cho một lục giác đều ABCDEF. Viết các chữ cái A, B , c, D, E, F vào sáu 
cái thẻ. Lấy ngẫu nhiên hai thẻ. Tìm xác suất sao cho đoạn thẳng mà các 
đầu mút là các điểm được ghi trên hai thẻ đó là : 

a) Cạnh của lục giác ; 

b) Đường chéo của lục giác ; 

c) Đường chéo nối hai đỉnh đối diện của lục giác. 

>. Gieo đồng thời hai con súc sắc. Tính xác suất sao cho : 

a) Hai con súc sắc đều xuất hiện mặt chẵn ; 

b) Tích các số chấm trên hai con súc sắc là số lẻ. 


Bài tập trắc nghiệm 


Chọn phương án đúng : 

0. Lấy hai con bài từ cỗ bài tú lơ khơ 52 con. Số cách lấy lằ : 

04)104 ; (5) 1326; (C) 450; (D)2652. 

X. Năm người được xếp vào ngồi quanh một bàn tròn với năm ghế. Số cách 
xếp là : 

04) 50 ; (5) 100 ; (C) 120 ; (D) 24. 

2. Gieo một con súc sắc hai lần. Xác suất để ít nhất một lần xuất hiện mặt sáu 
chấm là: 





0 O) 


_ 8 _ 

36' 


3. Từ một hộp chứa* ba quả cầu trắng và hai quả cầu đen lấy ngẫu nhiên hai 
quả. Xác suất để lấy được cả hai quả trắng là : 






ị. Gieo ba con súc sắc. Xác suất để số chấm xuất hiện trên ba con như nhau là : 


04) 


12 t 
216 ’ 


c B ) 


216 



(D) 


3 

216' 
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15. Gieo một đồng tiền cân đối và đồng chất bốn lần. Xác suất để cả bốn lần 
xuất hiện mặt sấp là : 


(A) 


16 


( B ) 


16 


(C) 


_Ị_ 

16 


(D) 


16 


BẠN CÓ BIẾT ? 

1 


BÉC-NU-L1 



Béc-nu-li (Jacob Bernoulli) sinh ngày 27 tháng 2 năm 
1654 ở Ba-xlơ (Basle) Thuỵ Sĩ. ông là người nghiên 
cứu Toán đầu tiên trong dòng họ Béc-nu-li có nhiều 
nhà toán học. Cha ông, Ni-co-la Béc-nu-li (1623-1708) 
muốn ông trở thành mục sư. Mặc dù phải học 
Thần học, ỏng vẫn say mê nghiên cứu Toán học. 

Một số công trình quan trọng nhất của ông được 
công bố trong cuốn sách Nghệ thuật phỏng đoán 
năm 1713, bao gồm các lĩnh vực của đại số tổ hợp : 
hoán vị, tổ hợp, các số Béc-nu-li và lí thuyết xác 
suất. Đặc biệt, luật số lớn đối với dãy phép thử Béc-nu-li được công bố trong 
cuốn sách đó. Cuốn sách của ông được coi là sự mở đầu của lí thuyết xác suất. 
Béc-nu-li bắt đầu giảng Triết học tự nhiên, Cơ học ở trường Đại học Tổng hợp 
Ba-xlơ năm 1682 và trở thành Giáo sư toán năm 1687. ông tiếp tục làm việc ở đó 
cho đến khi mất (ngày 10 tháng 8 năm 1705). 


Bernoulli 
(1654- 1705) 
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□Ãy sú . CMlP sd cũnG V4=ị c^p sờ nppn 



Phần đầu của chương giới thiệu Phương pháp quy nạp toán học, một phương pháp 
chứng minh nhiều khẳng định toán học, liên quan đến tập số tự nhiên. Đây là một 
phương pháp chứng minh quan trọng và hữu hiệu trong Toán học. 

Phần tiếp theo là các khái niệm cơ bản vể dãy sô'(hữu hạn và vô hạn), sẽ được gặp 
nhiều trong các chương của Giải tích. 

Cấp sốcộng và cấp số nhân là hai dãy số đặc biệt và có nhiều ứng dụng, được trình 
bày hệ thống và chi tiết ở cuối chương. 


















PHƯƠNG PHÁP QUY NẠP TOÁN HỌC 


- PHƯƠNG PHÁP QUY NẠP TOÁN HỌC 

Ằ 1 

^Xét hai mệnh đề chứa biến P(n ): "3 n <n+ 100" và Q(n ): "2” > rì' với n eN*. 

a) Với H = 1,2, 3, 4, 5 thì P(n), Q(n ) đúng hay sai ? 

b) Với mọi « G N* thì P(n), Q(rì) đúng hay sai ? 

Đế chứng minh những mệnh đề liên quan đến số tự nhiên n e N 
là đúng với mọi n mà không thể thử trực tiếp được thì có thể 
làm như sau : 

Bước 1. Kiểm tra rằng mệnh đề đúng với n- ì. 

Bước 2. Giả thiết mệnh đề đúng với một số tự nhiên bất kì n = k > 1 
(gọi là giả thiết quy nạp), chứng minh rằng nó cũng đúng với 
n = k + ì. 

Đó là phương pháp quy nạp toán học, hay còn gọi tắt là 
phương pháp quy nạp. 

Một cách đơn giản, ta có thể hình dung như sau : Mệnh đề đã đúng khi n = 1 
nên theo kết quả ở bước 2, nó cũng đúng với n = 1 + 1 = 2. Vì nó đúng với 
n = 2 nên lại theo kết quả ở bước 2, nó đúng với n = 2 + 1 = 3,... Bằng cách 

ấy, ta có thể khẳng định rằng mệnh đề đúng với mọi số tự nhiên ne N*. 


II - VÍ Dự ÁP DỤNG 

_ v s m TN.T* 

Ví dụ 1. Chứng minh rằng với n e N thì 

1 +3 + 5 + ... + {2n- 1) = K 2 . (1) 

Giải 

Bước 1. Khi n = 1, vế trái chỉ có một số hạng bằng 1, vế phải băng 1 . 
Vậy hệ thức (1) đúng. 
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Bước 2. Đặt vế trái bằng S n . 

Giả sử đẳng thức đúng với n = k > 1, nghĩa là 

s k = 1 + 3 + 5 + ... + (2 k -\)-ì? (giả thiết quy nạp). 
Ta phải chứng minh rằng (1) cũng đúng với lĩ = k + 1, tức là 

5*+, = 1 + 3 + 5 + ... + (2 k - 1) + [2(k + 1) - 1] = (Jfc + l) 2 . 
Thật vậy, từ giả thiết quy nạp ta có 

S k+Ị =s k + [2(k + 1) - 1] = k 2 + 2k + 1 = (k + l) 2 . 

Vậy hệ thức (1) đúng với mọi n e N*. ■ 



2 

Chứng minh rằng với n 6 N* 


thì 


1+2 + 3 + ... + « = 


n(n +1) 
2 


Ví ÍÍM 2. Chứng minh rằng với n e N* thì n - n chia hết cho 3. 

3 

Giải. Đặt A n - n - n. 

Bước 1. Với n = 1, ta có Aị = 0 : 3. 

Bước 2. Giả sử với lĩ = k > 1 ta có 

A k = (k - k) : 3 (giả thiết quy nạp). 

Ta phải chứng minh Ẩ£ +1 : 3. 

Thật vậy, ta có 

A^+1 =(*+ l) 3 -(^+ l) = k 3 + 3k 2 + 3k+ 1 -k - 1 
= (k 3 -k) + 3 (k 1 + k) 

— + 3(/í + k). 

~ _ .,2 . 

Theo giả thiết quy nạpA^ : 3, hơn nữa, 3(Ấ: + £) : 3 nên A *+1 : 3. 


3 * 

Vậy A n = n - n chia hết cho 3 với mọi /ĩ e N . I 


D.số 11 
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CHÚ Ý 


Nếu phải chứng minh mệnh đề là đúng với mọi số tự nhiên /7 
(p là một số tự nhiên) thì : 

• Ở bước 1, ta phải kiểm tra mệnh đề đúng với /7 = p ; 

• ở bước 2, ta giả thiết mệnh đề đúng với số tự nhiên bất kì n = k > p 
và phải chứng minh rằng nó cũng đúng với /7 = k + 1. 

^^Cho hai số 3 n và 8 n với ne N* . 

a) So sánh 3” với 8« khi /1 = 1,2, 3, 4, 5. 

b) Dự đoán kết quả tổng quát và chứng minh bằng phương pháp quy nạp. 


Bài tạp 


* * ọ 

1. Chứng minh răng với n e N , ta có các đăng thức : 


a) 2 + 5 + 8 + ... + 3 n — 1 — 


/7(3« + 1) 


111 1 2 " - 1 

b) — H—- + - + H-— - Ị 

2 4 8 2 n 2 n 

c) l 2 + 2 2 + 3 2 + ... + n 2 = n( '? + ^ ±a 

6 


2. Chứng minh rằng với ne N*, ta có : 

a) n +3n +5/7 chia hết cho 3 ; 

b) A n + 15/7 - 1 chia hết cho 9 ; 

3 

c) /7 +11/7 chia hết cho 6. 

3. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên /7 > 2, ta có các bất đẳng thức : 

a) 3” > 3/7 + 1 ; 

b) 2 n+ỉ >2/7 + 3. 
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4 . 


5 . 


1 1 1 , . T. T * 

Cho tống s„ = + ... + ———— với ne N . 

n 1.2 2.3 n{n + ì) 

à) Tính Sị,S 2 ,S 3 . 

b) Dự đoán công thức tính tổng S n và chứng minh bằng quy nạp. 

N 9 ^ / 7(77 — 3) 

Chứng minh rằng số đường chéo của một đa giác lồi n cạnh là — - - 


BAN CÓ 



BIẾT ? 

LUẬN QUY NẠP 


Người ta thường phân biệt hai hình thức suy luận, đó là suy diễn và quy nạp. 

Suy diễn hay còn gọi là phép suy diễn là đi từ cái chung đến cái 
riêng, từ tổng quát đển cụ thể. 

Chẳng hạn, từ định lí "Mọi số tự nhiên có chữ số tận cùng là 0 hoặc 5 đều chia 
hết cho 5", ta sũy ra 135 và 170 chia hết cho 5. trong suy diễn, nếu mệnh đề 
tổng quát là đúng thì kết luận có được bao giờ cũng đúng. 

Còn quy nạp hay còn gọi là phép quy nạp lại đi từ cái riêng đến 
cái chung, từ cụ thể đến tổng quát. 

Ví dụ : So sánh các số A(n) = 10” 1 với B(ìĩ) = 2004 + n, trong đó n <E N* . Bằng 
phép thử với n = 1, 2, 3, 4 ta có : A(l) < 5(1); A( 2) < 5(2); Á( 3) <5(3); A( 4) < 5(4). 
từ đây, ta kết luận 

"10' M < 2004 + n với mọi n < 4" (1 ) 

Rõ ràng kết luận này đúng. 

Tuy nhiêh, cũng từ kết quả của phép thử trên, nếu vội kết luận : 

"10” -1 < 2004 + n với mọi ne N*" (2) 

thì lại sai lầm vi với n = 5 ta có : 

10 4 > 2004 + 5 (tương tự, với n = 6, 7, 8 , ...). 

Đến đây, nếu kết luận tiếp : 

"10" _1 > 2004 + « với mọi n >5", (3) 


sau đó với phép thử, cho dù có nhận được kết quả đúng với n bằng bao nhiêu 
chăng nữa thì vẫn không thể coi là đã chứng minh được mệnh đề (3). 
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Mệnh đề (3) sẽ được chứng minh nếu dùng phương pháp quy nạp 
toán học. 

Các mệnh để (2), (3) có được là kết quả của phép quy nạp không 
hoàn toàn, trong đó mệnh đề (2) là sai còn mệnh đề (3) là đúng. 

Do phép thử chỉ có tính dự đoán, nên kết quả của phép quy nạp 
không hoàn toàn chỉ là giả thuyết, và việc phải làm tiếp theo là 
chứng minh hay bác bỏ. 


Dưới đây, ta xét thêm vài ví dụ lịch sử. 


Phéc-ma (P. Fermat) nhà toán học Pháp (1601 - 1665) khi xét các số dạng 2 2 +1 
thấy rằng với n = 0,1, 2, 3,4 thi 2 2 + 1 = 3 ; 2 2 4-1=5; 2 2 + 1 = 17 ; 2 2 + 1 = 257 ; 

7 4 . M ^ B 

2 + 1 = 65 537 đêu là những số nguyên tố. Từ đó, ông dự đoán rằng "Mọi số có 

dạng 2 2 + 1 với n G N đều íà nhũhg số nguyên tố". 


Tuy nhiên, 100 năm sau, nhà toán học Thuỵ Sĩ ơ-le (Euler, 1707 - 1783) lại phát 

2 5 

hiện ra rằng 2+1 không phải là số nguyên tố vì : 


2 25 +1 = 4 294 967 297 i 641. 


Cũng chính Phéc-ma là tác giả của giả thuyết nổi tiếng mà người đời sau gọi là 
định lí cuối cùng của Phéc-ma : "Phương trình x n + y n = z n không có nghiệm 
nguyên dương với mọi số tự nhiên n > 2". Năm 1993, tức là hơn 350 năm sau, giả 
thuyết này mới được chứng minh hoàn toàn. 

Nhà toán học Đức Lai-bơ-nit (Leibniz 1646 - 1716) đã chứng minh được rằng V/7 e N* 
thì n - n : 3 ; n - n : 5, n - n : 7, từ đó ông dự đoán với mọi lĩ nguyên dương 


và với mọi số lẻ p thì nP - n : p. Tuy nhiên, chỉ ít lâu sau chính ông lại phát hiện ra 


2 9 - 2 = 510 không chia hết cho 9. 

Lịch sử toán học đã để lại nhiều sự kiện thú vị xung 
quanh các giả thuyết có được bằng suy luận quy nạp 
không hoàn toàn (hoặc bằng phép tương tự). Có những 
giả thuyết đã bị bác bỏ, có nhiều giả thuyết đã được 
chứng minh, có những giả thuyết mà vài trăm năm sau 
vẫn không được chứng minh hay bác bỏ. Tuy nhiên, việc 
tìm cách chứng minh hay bác bỏ nhiều giả thuyết đã có 
tác dụng thúc đẩy sự phát triển của toán học. 



Fermơt 


(1601 - 1665) 
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I - ĐỊNH NGHĨA 


Cho hàm số/(«) = -!—, n s N* . Tính/(l),/ì:2),A3),/(4),i(5). 

2/7-1 


1. Định nghĩa dãy số 

Môi hàm sô u xác định trên tập các sô nguyên dương N được 
gọi là một dãy số vô hạn (gọi tắt là dãy số). Kí hiệu : 

u : N* -* M 
n I—> u{n). 

Người ta thường viết dãy số dưới dạng khai triển 

líị, «2’ Uy, ..., Ufị, ..., 

trong đó u n = u(n ) hoặc viết tắt là ( u n ), và gọi Uị là số hạng đầu, u n là số 
hạng thứ n và là số hạng tổng quát của dãy số. 

Vídụl 

a) Dãy các số tự nhiên lẻ 1,3, 5, 7, ... có số hạng đầu «1 = 1, số hạng tổng 
quát u n = 2n - 1. 

b) Dãy các số chính phương 1, 4, 9, 16, ... có số hạng đầu Uị = 1, số hạng 
tổng quát u n = n 2 . 

2. Định nghĩa dãy số hữu hạn 

I Môi hàm sô u xác định trên tập M = (1,2,3,..., m } với me N 

II được gọi là một dãy sô hữu hạn. 
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Dạng khai triển của nó là Mị, m 2 , m 3 , u m , trong đó Mị là sô hạng đầu , 
u m là số hạng cuối. 

Ví dụ 2 

a) -5, -2, 1,4, 7, 10, 13 là dãy số hữu hạn có M] = -5, M 7 = 13. 

b) — — là dãy số hữu hạn có Mi - — , Ms = —. 

2 4 8 16 32 1 2 5 32 


- CÁCH CHO MỘT DÃY số 



2 

Hãy nêu các phương pháp cho một hàm số và ví dụ minh hoạ. 


Dãy số cho bằng công thức của số hạng tổng quát 

Ví dụ 3 


„ 3" 

a) Cho dãy số (m„) với u n = (-l) ,ỉ . —. (1) 

n 

Từ công thức (1), ta có thể xác định được bất kì một số hạng nào của 

g5 243 

dãy số. Chẳng hạn, M 5 = (-l) 5 .^- = ~~~ ' 

Nếu viết dãy số này dưới dạng khai triển, ta được 



3 " 

(-l) /? . —,... 
n 


b) Dãy số (m„) với u n = -f=r- — có dạng khai triển là 

V« + 1 


J_ 2 ' 3 _ n_ 

2’ y/ĩ+ì’ V3 + r ”"Vn + r 


Như vậy, dãy số (u n ) hoàn toàn xác định nếu biết công thức số hạng tổng 


quát u n của nó. 


3 

Viết năm số hạng đầu và số hạng tổng quát của các dãy số sau 

a) Dãy nghịch đảo của các số tự nhiên lẻ ; 

b) Dãy các số tự nhiên chia cho 3 dư 1. 


) 




Cũng giống như hàm số, không phải mọi dãy số đều có công thức số hạng 
tổng quát u n . Dưới đây, ta nêu thêm các cách khác để cho một dãy số. 


2. Dãy số cho bằng phương pháp mô tả 

Ví dụ 4. Số 71 là số thập phân vô hạn không tuần hoàn 

71 = 3,141 592 653 589 ... 

Nếu lập dãy số (u n ) với u n là giá trị gần đúng thiếu của số 7T với sai số tuyệt đối 
l(f' 7 thì 

U] = 3,1 ; u 2 = 3,14 ; z/ 3 = 3,141 ; ư 4 = 3,1415 ; ... . 

Đó là dãy số được cho bằng phương pháp mô tả, trong đó chỉ ra cách viết 
các số hạng liên tiếp của dãy. 

ĩ. Dãy số cho bằng phương pháp truy hồi 


Ví dụ 5. Dãy Phi-bô-na-xi^ là dãy số (.ỉi n ) được xác định như sau : 

Ịmị = u 2 = 1 

{u n = u n _ị + u n _2 với n > 3, 


nghĩa là, kể từ số hạng thứ ba trở đi, mỗi số hạng đều bằng tổng của hai số 
hạng đứng ngay trước nó. 

Cách cho dãy số như trên được gọi là cho bằng phương pháp truy hồi. 

Nói cách khác, cho một dãy số bằng phương pháp truy hồi, tức là : 


a) Cho số hạng đầu (hay vài số hạng đầu). 

b) Cho hệ thức truy hồi, tức là hệ thức biểu thị số hạng thứ n qua số hạng 
(hay vài số hạng) đứng trước nó. 



4 

Viết mười số hạng đầu của dãy Phi-bô-na-xi. 


(*) Phi-bỏ-na-xi (Fibonacci, 1170 - 1250) - Thương gia, nhà toán học I-ta-li-a. 
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[II - BIỂU DIỄN HÌNH HỌC CỦA DÃY số 


Vì dãy số là một hàm số trên N* nên ta có thể biểu diễn dãy số bằng đồ 
thị. Khi đó trong mặt phẳng toạ độ, dãy số được biểu diễn bằng các điểm 

có toạ độ (n ; u n ). 

fi + \ 

Ví dụ 6. Dãy số (u n ) với u n - —— có biểu diễn hình học như trên Hình 40 : 

n 


u n Ậ 


«1 


u 2 - 

«3 - 
U 4 - 


o 1 2 3 4 n 



Hình 40 


„ -o 3 _ 4 „ _ 5 

Mị - z, u 2 - —, M 3 - —, M 4 - —, ... 

Tuy nhiên, người ta thường biểu diễn các số hạng của một dãy số trên trục 


số. Chẳng hạn, dãy số 


n + 1 


V n ) 


có biểu diễn hình học như trên Hình 41. 


0 


1 


_ 5 __ 4 _ _ 3 _ 
4 3 2 

J I ĩ 
«4 Ui u 2 


2 


U\ 


u(n) 


Hình 41 
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IV - DÃY SỐ TÃNG, DÃY số GIẢM VÀ DÃY số BỊ CHẶN 


£ 2*5 


* ,. 1 
Cho các dãy sô ( u n ) và ( v n ) với u n = 1 + — ; v n = 5n - 1. 

n 

a) Tính H„ + i'Vr 

b) Chứng minh u I < và V n+ J > v„ , với mọi n E . 


1. Dãy số tăng, dãy số giảm 

ĐỊNH NGHĨA 1 

Dãy số ( u n ) được gọi là dãy số tăng nếu ta có U n+ 1 > u n với 
mọi n e N . 

Dãy số ( u n ) được gọi là dãy số giảm nếu ta có U n+ 1 < u n với 

* 

mọi n e N . 


Ví dụ 7. Dãy số ( u n ) với u n = 2n - 1 là dãy số tăng. 

Thật vậy, với mọi n e N* xét hiệu u n+ ị - u n . Ta có 

u n+ỉ ~ u n~ 2(/2 + 1 ) - 1 - ( 2 n - 1 ) = 2 . 
Do u n+ 1 - u n > 0 nên u n+ Ị > u n . ■ 


^ /2 

Ví dụ 8. Dãy số ( u n ) với u n = là dãy số giảm. 

3 n 

Thật vậy, với mọi ne N*, vì u n > 0 nên có thể xét tỉ số — -. Ta có 

u n 

u n+l _ + 1 . w _ n + 1 

~ 3 n+1 : 3 ^ ~ 3 « 

_ - , /2 + 1 ^«4-1 

Dê thấy ——— < 1 nên - < 1 suy ra < w /r ■ 

3 « 
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CHỨ Ý 

Không phải mọi dãy số đều tăng hoặc giảm. Chẳng hạn, dãy 
số ( u n ) với u n = (-3)”, tức là dãy 

-3,9, -27,81,... 
không tăng và cũng không giảm. 

Dãy số bị chặn 

6 

I Ị 2 

Chứng minh các bất đẳng thức < -- và n ~. > 1 V /7 e N* ■ 

/í 2 +l 2 2n 

ĐỊNH NGHĨA 2 

Dãy số (u n ) được gọi là bị chặn trên nếu tồn tại một số M 
sao cho 

U u < M, \/n E N . 

Dãy số (u n ) được gọi là bị chặn dưói nếu tồn tại một số m 
sao cho 

u n > m, V/ỉ e N . 

Dãy số (w„) được gọi là bị chặn nếu nó vừa bị chặn trên vừa bị 
chặn dưới, tức là tồn tại các số m,M sao cho 

m < u n < M, V/7 e N*. 

Ví dụ 9 

a) Dãy số Phi-bô-na-xi bị chặn dưới vì u n > 1 với mọi « 6 N \ 

. n v n 1 

b) Dãy số {u n ) với u n = — r- — bị chặn vì 0 < — 1 —— < — . 

n 2 + 1 n 1 + 1 2 




BẠN CÓ BIẾT ? 



HOA, 


LÁ VÀ DÃY SỐ PHI-BÔ-NA-XI 


Dãy số Phi-bô-na-xi thường gặp trong thiên 
nhiên. Những chiếc lá trên canh cây mọc cách 
nhau các khoảng ứng với các số trong dãy số 
Phi-bô-na-xi (còn gọi là các số Phi-bô-na-xi) 

3,5,8,13,21,34,55,89,... (F) 

Số cánh hoa trong hầu hết các bông hoa là các 
số trong dãy (F). Hoa loa kèn có 3 cánh, hoa 
mao lương vàng có 5 cánh, hoa phi yến có 8 



cánh, hoa cúc vạn thọ 13 cánh, hoa cúc tây 21 
cánh, còn hoa cúc thường có 34 hoặc 55, hoặc 
89 canh. 


Fibonacci 
( 1170 - 1250 ) 


Trong hoa hướng dương cũng xuất hiện các số Phi-bô-na-xi. Những nụ nhỏ kết 
thành hạt ở đầu bông hoa và xếp thành hai lớp đường xoắn ốc. Một lớp cuộn theo 
chiều kim đồng hồ, lớp đường xoắn kia cuộn theo chiều ngược lại. So các đường 
xoắn ốc theo chiều kim đồng hồ thường là 34 hoặc 55, còn số đường xoắn theo 
chiều ngược lại thường là 55 hoặc 89, ..7 

Ngoài những điều thú vị trên, một số vấn đề của kiến trúc, hội hoạ, âm nhạc, ... 
cũng liên quan đến các số Phi-bô-na-xi. 
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Bài tập 


1. Viết năm số hạng đầu của các dãy số có số hạng tổng quát u n cho bởi công thức : 


a) u n = 


2 n -1 


b) u n = 


2 n -1 
2 n +1 


c) u n — 1 + 


ìY 1 


nj 


d) u n = 


yỊn" 


+ 1 


2. Cho dãy số (w rt ), biết: 

« 1 =—1, U n+ Ị= u n + 3 với n > 1. 

a) Viết năm số hạng đầu của dãy số. 

b) Chứng minh bằng phương pháp quy nạp : u n = 3n - 4. 

3. Dãy số ( u n ) cho bởi : 

«1 = 3; u n+ỉ = >/l + úị ,n>l. 

a) Viết nãm°số hạng đầu của dãy số. 

b) Dự đoán công thức số hạng tổng quát u n và chứng minh công thức đó 
bằng phương pháp quy nạp. 

4 . Xét tính tăng, giảm của các dãy số ( u n ), biết : 


a) u n = — - 2; 
n 


c) u n = (-!)* (2*+l>; 


b) u n = 
d)u n = 


n - ì 
n + 1 ’ 
2« + 1 
+ 2 


5. Trong các dãy số (w„) sau, dãy số nào bị chặn dưới, bị chặn trên và bị chặn ? 


a) u n — 2n - 1 ; 


b) u n = 


1 


«(/7 + 2 ) 


d) u = sin A? + COSA2. 
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CẤP SỐ CỘNG 


ĐỊNH NGHĨA 

1 

Biết bốn số hạng đầu của một dãy số là -1, 3, 7, 11. 

Từ đó hãy chỉ ra một quy luật rồi viết tiếp năm số hạng của dãy theo quy luật đó. 

ĐỊNH NGHĨA 

Cấp sô cộng là một dãy số (hữu hạn hoặc vô hạn), trong đó kể 
từ số hạng thứ hai, mỗi số hạng đều bằng số hạng đứng ngay 
trước nó cộng với một số không đổi d. 

Số d được gọi là công sai của cấp số cộng. 


Nếu ( u n ) là cấp số cộng với công sai d, ta có công thức truy hồi 



Đặc biệt khi d = 0 thì cấp số cộng là một dãy số không đổi (tất cả các số 
hạng đều bằng nhau). 


Ví dụ 1. Chứng minh dãy số hữu hạn sau là một cấp số cộng : 

1,-3,-7,-11,- 15. 

Giải. Vì -3 = 1 + (- 4); -11 = -7 + (- 4); 

-7 = -3 + (-4); -15 = -11+(-4) 

nên theo định nghĩa, dãy số 1, -3, -7, -11, -15 là một cấp số cộng với 
công sai d = - 4. ■ 


1 _.* 

Cho (m„) là một cấp số cộng có sáu số hạng với m = -ị, d = 3. Viết dạng khai triến 


của nó. 


93 





II - số HẠNG TỔNG QUÁT 


ầ L .. .. _ 

" ™Mai và Hùng chơi trò xếp các que diêm thành hình tháp trên mặt sân. Cách xếp 
được thể hiện trên Hình 42. 



Hình 42 

Hỏi: Nếu tháp có 100 tầng thì cần bao nhiêu que diêm để xếp tầng đế của tháp ? 
ĐỊNH LÍ 1 

Nếu cấp số cộng ( u n ) có số hạng đầu M| và công sai d thì số 
hạng tổng quát u n được xác định bởi công thức : 

u n - Uị + (n - 1 )d với n > 2. (2) 

Chứng minh. Ta sẽ chứng minh công thức (2) bằng quy nạp. 

Khi n = 2 thì u 2 = Uị + d, vậy công thức (2) đúng. 


Giả sử công thức (2) đúng với n = k > 2, tức là u k = Uị + (k - 1 )d. 

Ta phải chứng minh rằng (2) cũng đúng với n = k + 1 , tức là Uịr+Ị = Uị + kd. 
Thật vậy, theo định nghĩa cấp số cộng và giả thiết quy nạp ta cổ 

U k+ 1 = Uỵ- 4- d = [wị + (k - 1 )d] + d = Uị + kd. 

Vậy u n = Uị + (n - \)d với n> 2. ■ 


Ví dụ 2. Cho cấp số cộng (n w ), biết Mị = - 5, d = 3. 

a) Tìm M} 5 . 

b) Số 100 là số hạng thứ bao nhiêu ? 
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c) Biểu diễn các số hạng Mj, « 2 » w 3 > a 4 , «5 trên trục số. Nhận xét vị trí của 
mỗi điểm w 2 , « 3 , U 4 so với hai điểm liền kề. 

Giải. Cấp số cộng có Mị = -5, d = 3. 

a) Theo công thức (2) ta có w 15 = -5 + (15 - 1) . 3 = 37. 

b) Theo công thức (2) ta có u n = -5 + (« - 1) . 3. Vì u n = 100 nên 

-5 + (n - 1) . 3 = 100, từ đó n - 36. 

c) Năm số hạng của cấp số cộng là -5, -2, 1, 4, 7 được biểu diễn bởi các 
điểm U\, w 2 , « 3 , « 4 , «5 tương ứng trên Hình 43. 

«J ỉ /3 «4 «5 

-1—I—I—I—I—I—+-—I—I—i-—I-1-1-► 

-5 -2 0 1 4 7 

Hình 43 

Điểm «3 là trung điểm của đoạn U 2 U 4 , hay «3 = — — . 

Ta cũng có ke't quả tương tự đối với «2 và w 4 . * 

Đây là một tính chất đặc trưng của cấp số cộng mà ta sẽ xét dưới đây. 

[II - TÍNH CHẤT CÁC SỐ HẠNG CỦA CAP số CỘNG 
ĐỊNH LÍ 2 

' Trong một cấp số cộng, mỗi số hạng (trừ số hạng đầu và ' 
cuối) đều là trung bình cộílg của hai số hạng đứng kể với 
nó, nghĩa là 

Uỵ = với k > 2. (3) 

V_ 2 _ J 

Chứng mình. Giả sử ( u n ) là cấp số cộng với công sai d. Sử dụng công thức (1) 
với k > 2, ta có u k _ị = u k - d; U k+ 1 = Uỵ + d. 

Suy ra u k -ị + u k+] = 2 u k hay u k - ^ —— ■■■. ■ 
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- TỔNG n SỐ HẠNG ĐẦư của một cấp số CỘNG 

4 

^Cấp số cộng gồm tám số hạng -1,3,7,11, 15,19, 23,27 được viết vào bảng sau : 



a) Hãy chép lại bảng trên và viết các số hạng của cấp số đó vào dòng thứ hai 
theo thứ tự ngược lại. Nêu nhận xét về tổng của các sô' hạng ở mỗi cột. 

b) Tính tổng các số hạng của cấp số cộng. 

Ta công nhận định lí sau đây. 

ĐỊNH LÍ 3 



CHÚ Ý 

Vì u n = «1 + (n - \)d nên công thức (4) có thể viết 



Ví dụ 3 . Cho dãy số ( u n ) với u n = 3n - 1. 

a) Chứng minh dãy ( u n ) là cấp số cộng. Tìm «1 và d. 

b) Tính tổng của 50 số hạng đầu. 

c) Biết s n = 260, tìm n. 

Giải 

a) Vì u n = 3n - 1 nên «1=2. 

Với n > ì, xét hiệu u n+ 1 - u n - 3 (n + 1) - 1 - (3 n - 1) = 3, suy ra 
U n+ 1 = u n + 3. Vậy ( u n ) là cấp số cộng với công sai d = 3. 






b) Vì u 1 = 2, d = 3, n = 50 nên theo công thức (4') ta có 

50.49 

S 50 = 50.2 + —^—.3 = 3775. 

2 

c) Vì Mị = 2, d = 3, S n = 260 nên theo công thức (4') ta có 

s n = n .2 + ■■3 = 260 hay 3n 2 + n - 520 = 0. 

Giải phương trình bậc hai trên với n e N*, ta tìm được n = 13. « 


Bài tập 


1. Trong các dãy số (u u ) sau đây, dãy số nào là cấp số cộng ? Tính số hạng 
đầu và công sai của nó. 


2 . 


3 . 


a) u n = 5-2 n ; 
c) u n = 3" ; 


b) u„ = -ị - 1 ; 


d) u n 


7-3/7 


Tìm số hạng đầu và công sai của các cấp số cộng sau, biết : 


a) h - «3 + w 5 = 10 b) |«7 - w 3 = 8 

[ỉ/Ị + z/ 6 = 17 ; [/-/2 .«7 = 75. 

Trong các bài toán về cấp số cộng, ta thường gặp năm đại lượng Mị, d, n, 
U IV S n . 

a) Hãy viết các hệ thức liên hệ giữa các đại lượng đó. Cần phải biết ít nhất 
mấy đại lượng để có thể tìm được các đại lượng còn lại ? 

b) Lập bảng theo mẫu sau và điền số thích hợp vào ô trống : 


»1 

cỉ 

u n 

n 

Sn 

-2 


55 

20 



-4 


15 

120 

3 

4 

27 

7 





17 

12 

72 

2 

-5 



-205 


7 a -Đ.SỐ 11 
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.. i.iụi JU 11 lung niyi V/UU luyi U11U vitu 1 1U11 mại OCU1 \J,^> 111. v_-au mang, UI IU 

tầng một lên tầng hai gồm 21 bậc, mỗi bậc cao 18 cm. 

a) Viết công thức để tìm độ cao của một bậc tuỳ ý so với mặt sân. 

b) Tính độ cao của sàn tầng hai so với mặt sân. 

5. Từ 0 giờ đến 12 giờ trưa, đồng hồ đánh bao nhiêu tiếng, nếu nó chỉ đánh 
chuông báo giờ và số tiếng chuông bằng số giờ ? 



CẤP số NHÂN 


I - ĐỊNH NGHĨA 


. .. . 

r ^Tục truyền rằng nhà Vua Ân Độ cho phép người 
phát minh ra bàn cờ Vua được lựa chọn một phần 
thưởng tuỳ theo sở thích. Người đó chỉ xin nhà vua 
thưởng cho số thóc bằng số thóc được đặt lên 64 
ô của bàn cờ như sau : Đặt lên ô thứ nhất của bàn 
cờ một hạt thóc, tiếp đến ô thứ hai hai hạt, ... cứ 
như vậy, số hạt thóc ở ô sau gấp đôi số hạt thóc ở 
ô liền trước cho đến ô cuối cùng. 

Hãy cho biết số hạt thóc ở các ô từ thứ nhất đến 
thứ sáu của bàn cờ. 



ĐỊNH NGHĨA 

Cấp sô nhân là một dãy số (hữu hạn hoặc vô hạn), trong đó 
kể từ số hạng thứ hai, mỗi số hạng đều là tích của số hạng 
đứng ngay trước nó với một số không đổi q. 

Số q được gọi là công bội của cấp số nhân. 

Nếu (u n ) là cấp số nhân với công bội q, ta có công thức truy hồi : 

u n+ ị = u ir q với n e N . (1) 
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Đặc biệt: 


• Khi <7 = 0, cấp số nhân có dạng W|, 0, 0,0, ... 

• Khi <7=1, cấp số nhân có dạng Wj, Uị, Uị ,..., u Ị, ... 

• Khi Uị = 0 thì với mọi q , cấp số nhân có dạng 0, 0, 0,..., 0,... 

Ví dụ 1. Chứng minh dãy số hữu hạn sau là một cấp số nhân : 

1 


- 4 , 1 , 4 ' 

4 16 


64 


Giải. Vì 1 = (-4). 


_Ị_ 

Ĩ6 



n 

1 

— 1 


V 

4y 

’ ~ 4 

— 1 . 

l 4 J 

ị 

n 

MI 


1 

V 

4, 

‘l 4J 

9 

64 


n 

4y 


nên dãy số 


4, 1, 


4’ 16’ 64 


1 


là một cấp số nhân với công bội q = - —. 10 


II - SỐ HẠNG TỔNG QUÁT 

2 

'Hãy đọc hoạt động ^1 và cho biết ô thứ 11 có bao nhiêu hạt thóc ? 

Bàng phương pháp quy nạp, ta có thể chứng minh được định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 1 

X"- 

Nếu cấp số nhân có số hạng đầu II ị và công bội <7 thì số hạng 
tổng quát U,J được xác định bởi công thức 

/ 1—1 


Uị.q 


với n > 2. 


( 2 ) 
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Ví dụ 2. Cho cấp số nhân (u n ) với lỉị = 3, CỊ = - Ỷ. 

a) Tính Uj. 

, s 3 1V ^„ 

b) Hỏi —— là sô hạng thứ mấy ? 

256 

Giải 

a) Áp dụng công thức (2), ta có 

__6 , (_ lf _ 3 

I 2) 64 

b) Theo công thức (2), ta có 



Suy ra n - 1 = 8 hay n = 9. 

„ 3 . 

Vậy sô là sô hạng thứ chín. 1« 

256 

Ví dụ 3. Tế bào E. Coli trong điều kiện nuôi cấy thích hợp cứ 20 phút lại 
phân đôi một lần. 

a) Hỏi một tế bào sau mười lần phân chia sẽ thành bao nhiêu tế bào ? 

b) Nếu có 10' tế bào thì sau hai giờ sẽ phân chia thành bao nhiêu tế bào ? 
Giải 

a) Vì ban đầu có một tế bào và mỗi lần một tế bào phân chia thành hai tế 
bào nên ta có cấp số nhân với U ị = 1, q — 2 và Uị 1 là số tế bào nhận được 
sau mười lần phân chia. Vậy sau 10 lần phân chia, số tế bào nhận được là 

u 11 = ] . 2 II_I =2 I0 = 1024. 

b) Vì ban đầu CÓ 10 5 tế bào và mỗi lần một tế bào phân chia thành hai tế 
bào nên ta có cấp số nhân với li ị = 10' 5 , CỊ - 2. Vì cứ 20 phút lại phân đôi 

một lần nên sau hai giờ sẽ có 6 lần phân chia tế bào và U-J là số tế bào nhận 
được sau hai giờ. Vậy số tế bào nhận được sau hai giờ phân chia là 

«7 = 10 5 .2 7_l = 10 5 .2 6 = 6 400 000. 8 
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(5) 


Nhân hai vế của (4) với q, ta được 

r 2 , _ 3 n 

q.S n = U\q + U\q + U\q + ...+ MịỢ. 

Trừ từng vế tương ứng của các đẳng thức (4) và (5), ta được 

(1 -q) S n = Uị (1 -q n ). 

Ta có định lí sau đây. 

ĐỊNH LÍ 3 



CHỦ Ý 


Nếu q = 1 thì cấp số nhân là Mị, Mị, Mị, ..., Mị, ... Khi đó S n = n.Uị. 


Ví dụ 4. Cho cấp số nhân (u n ), biết U\ = 2, M 3 = 18. Tính tổng của mười 
số hạng đầu tiên. 

Giải. Theo giả thiết, Mị = 2, M 3 = 18. Ta có 

m 3 = U\-q 2 => 2 .q 2 = 18 q = ± 3. 

Vậy có hai trường hợp : 

2(1-3 10 ) 

•q = 3, ta có s ì0 = 3 ~ = 59 048 ; 

2 ri-(-3) 10 ] _ 

• q = -3, ta có 5.0 = h , - À = -29 524. m 

H 10 1 - (-3) 
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BẠN CÓ BIẾT ? 



NHÀ VUA ẤN Độ KHÔNG ĐỦ THÓC ĐỂ 
THƯỞNG CHO NGƯỜI ĐẪ PHÁT MINH RA 
BÀN Cờ VUA ! 


Hãy đọc lại ở §4, chúng ta sẽ thấy số hạt thóc để làm phần thưởng chính là 
tổng 64 số hạng đầu của cấp số nhân với Mị = 1 và q = 2. Vậy 

s 64 = t + 2 + 4 + ... + 2 63 = = 2^-1. 

Cứ cho rằng 1000 hạt thóc nặng 20 gam (cho dù ít hơn thực tế), thì khối lượng, 
thóc là 


2 <-y.369itfa 

1000 

Nếu đem rải đều số thóc này lên bề mặt của Trái Đất thì sẽ được một lớp thóc 
‘ dày 9 mm ! Thử hỏi, nhà vua làm sao có được một lượng thóc khổng lồ như vậy ? 


Bài tộp 


L 


Chứng minh các dãy 






là các cấp số nhân. 


1. Cho cấp số nhân (m /7 ) với công bội q. 

a) Biết Mị = 2, M 6 = 486. Tìm q. 

2 8 

b) Biết q = ị, Ua - Tìm Mi. 

3 . 21 1 

c) Biết Mị = 3, q = -2. Hỏi số 192 là số hạng thứ mấy ? 

Tìm các số hạng của cấp số nhân (u n ) có năm số hạng, biết: 


a) «3 = 3 và m 5 = 27 ; 

b) Uị - m 2 = 25 và m 3 - Mị = 50. 
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4 . Tìm cấp số nhân có sáu số hạng, biết rằng tổng của năm số hạng đầu là 31 
và tổng của năm số hạng sau là 62. 

5 . Tỉ lệ tăng dân số của tỉnh Ylà 1,4%. Biết rằng số dãn của tỉnh hiện nay là 
1 ,8 triệu người. Hỏi với mức tăng như vậy thì sau 5 năm, 10 năm số dân của 
tỉnh đó là bao nhiêu ? 

6 . Cho hình vuông Cị có cạnh bằng 4. Người ta 
chia mỗi cạnh của hình vuông thành bốn phần 
bằng nhau và nối các điểm chia một cách thích 

hợp để có hình vuông c 2 (h.44). Từ hình vuông 

c 2 lại làm tiếp như trên để được hình vuông C 3 ,... . 

Tiếp tục quá trình trên, ta nhận được dãy các 
hình vuông Cị, c 2 , C 3 , ..., C IV ... . 

Gọi a n là độ dài cạnh của hình vuông C n . Chứng minh dãy số (a„) là một 
cấp số nhân. 


BÀI ĐỌC THÊM 

DÃY SỐ TRONG HÌNH BÔNG TUYẾT VÔN Kốc 
(HÌNH HỌC FRACTAL) 


Thuật ngữ Tractal" được Bơ-noa Man-đen-bơ-rô (Benoit Mandelbrot) sử dụng 
vào năm 1975. Nó có gốc La-tinh "Fractus", nghĩa là một bề mặt không đều 
giống như một khối đá nứt gẫy. Theo B. Man-đen-bơ-rô thì : "Hình học Fractal có 
hai vai trò, nó diễn tả hình học của sự hỗn độn và nó cũng có thể diễn tả về hình 
học của núi, mây và các dải ngân hà". 

Các Fractal có hình thù mà ta có thể nhìn thấy trong tự nhiên, đó là cây, lá, khối 
đá, những bông tuyết ... . Song, rút ra được một công thức hình học của chúng 
như thế nào ? Làm thế nào để định hình được hlnh dạng của những bọt kem 
trong li cà-phê ? Hình học Fractal, lí thuyết về sự hỗn độn và những phép toán 
phức tạp liệu cò thể trả lời được các câu hỏi này hay không ? Khoa học đang 
khám phá ra một trật tự không thể ngờ đằng sau những hiện tượng kì lạ có vẻ hết 
sức lộn xộn của vạn vật. 
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H.von Koch 
(1879 - 1924) 


Có thể nói Fractal là cấu trúc hình học được chi tiết hoá 
bằng cách mở rộng ở mọi tỉ lệ. Mỗi phần nhỏ của Fractal 
là sự mô phỏng của toàn bộ Fractal. Mỗi Fractal được tạo 
ra bởi quá trình lặp đi, lặp lại, trong đó sự kết thúc của quá 
trình trước lại là sự bắt đầu của quá trình tiếp theo. Để 
minh hoạ, ta hãy xét bông tuyết vôn Kốc do nhà toán học 
Thuỵ Điển vôn Kốc (von Koch) đưa ra vào nằm 1904 (h.45). 




Hình 45 

Bông tuyết đầu tiên Kị là một tam giác đểu có cạnh bằng 1. Tiếp đó, chia mỗi 
cạnh của tam giác thành ba đoạn bằng nhau và thay mỗi đoạn ở giữa bởi hai 
đòạn bằng nó sao cho chúng tạo với đoạn bỏ đi một tám giác đều về phía ngoài, 

ta được bông tuyết K 2 ■ Cứ tiếp tục như vậy theo nguyên tắc : Từ bông tuyết K n để 

có bông tuyết K n+Ỉ , ta chia mỗi cạnh của K n thành ba đoạn bằng nhau và thay 

mỗi đoạn ở giữa bởi hai đoạn bằng nó, sao cho chúng tạo với mỗi đoạn bỏ đi một 
tam giác đều về phía ngoài. 

Quá trình trên lặp đi, lặp lại cho ta một dãy các bông tuyết K |, K 2 < K 3 , ..., K n , ... 

Kí hiệu C ÌV a ỈV p n và S n lần lượt là số cạnh, độ dài cạnh, chu vi và diện tích của 
bông tuyết K n , ta có các dãy số (C„), c a n ), (p n ), (S n ). 
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1. Dãy số ( C n ) được cho bởi công thức truy hồi 

|c,=3 

l c » + l = 4 - c „ VỚÍ«>1. 

- ^ t , , __ »2- Ị 

Dãy sô (C /; ) là một câp sô nhân với Cị = 3, ợ = 4 và = 3.4 

2. Dãy số ( a n ) là một cấp số nhân với ứ] = 1, q = 1 và a n = —íy. 

3 3 W 

„ „ , . 1 4 f 1 ..... , ... . , „ 4 

3. Dãy sô ip n ) có p n = C n .a n = 3 — nên ip n ) là một cấp sô nhân với Pị = 3, q = 

v3 ) ' 3 

3.(ir 4 

Vì p„> 0 và - — = 4 > 1 nên p . > p„. Vệy (p„) là dãy số tăng và 

3.(1) 3 

p n CÓ thể lớn bao nhiêu tuỳ ý (điểu này sẽ thấy rõ hơn ở chương sau). 

4. Dãy số (5„) có 

2 


s „,, = s„ + c„ .ứ 


Wl ~°n • u «+l 


.ậ = c + 3^'. ' # 

4 w 4 


ha v S ,, + I = s „ + ^jf- 

Từ đây có thể suy ra 


5 =Á+h!ĩ 
" 16 + 16 


f4 yỉ 


, 4 í 

'4Ì 

2 

UT 1 ~ 

1 +- + 

— 


. H“ — 

9 ' 

v9j 


v9 J 


_ yỈ3 3\Ỉ3 
~ 16 + 16 


1- 


4 Y 

9 J J 


1-1 

9 


< 


2 V 3 


Dãy số (S n ) bị chặn trên. 

Điều thú vị của dãy vôn Kốc là ở chỗ chu vi p n có thể lớn tuỳ ý với n đủ lớn, trong 
khi diện tích Sfj lại bị chặn (!) 

Các nhà toán học đã cố gắng mô tả hình dạng của các Fractal từ hơn một trăm 
năm qua. Với khả năng của các máy tính hiện đại, Fractal đã trở thành một đề tài 
được quan tâm đặc biệt, bởi chúng có thể được diễn tả bằng kĩ thuật số và được 
khám phá qua mọi vẻ đẹp hấp dẫn của chúng. Fractal đang được sử dụng như 
một phương tiện hỗ trợ cho Toán học và nó cũng thể hiện được những nét đẹp 
văn hoá trong và ngoài hành tinh thông qua nền công nghiệp điện ảnh. 
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ôn tộp chương III 


1. Khi nào thì cấp số cộng là dãy số tăng, dãy số giảm ? 

2. Cho cấp số nhân có Uị < 0 và công bội q. Hỏi các số hạng khác sẽ mang 
dấu gì trong các trường hợp sau : 

a) <7 > 0 ? b) <7 < 0 ? 

3. Cho hai cấp số cộng có cùng số các số hạng. Tổng các số hạng tương ứng 
của chúng có lập thành cấp số cộng không ? Vì sao ? Cho một ví dụ 
minh hoạ. 

4 . Cho hai cấp số nhân có cùng số các số hạng. Tích các số hạng tương ứng của 
chúng có lập thành cấp số nhân không ? Vì sao ? Cho một ví dụ minh hoạ. 

5. Chứng minh rằng với mọi ne N*, ta có : 

a) 13° - 1 chia hết cho 6 ; b) 3« 3 + 15« chia hết cho 9. 


6. Cho dãy số ( u n ), biết Mị = 2, M„ +1 = 2 u n - 1 (với n> 1). 

a) Viết năm số hạng đầu của dãy. 

b) Chứng minh u n = 2 +1 bằng phương pháp quy nạp. 

7. Xét tính tăng, giảm và bị chặn của các dãy số (m 7? ), biết: 


a) u n - n +— ; b) u n = (-1)” 1 sin— ; 

n n 

c) u n =v« + 1 - 4n . 

8. Tìm số hạng đầu u 1 và công sai d của các cấp số cộng ( u n ), biết: 

U~Ị + Mị 3 — 60 

M 4 + Mj 2 — 1170. 

9. Tìm số hạng đầu Mị và công bội q của các cấp số nhân (u n ), biết: 


a) 


5mị + 10m 5 — 0 
s 4 = 14 ; 


b) 


a) 

c) 


m 6 = 192 
U~Ị — 384 

M9 + M^ — M4 =10 

M3 + «6 - «5 = 20. 


b) 


M4 - M 2 = 72 
u 5 - m 3 = 144 ; 
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10. Tứ giác ABCD có số đo (độ) của các góc lập thành một cấp số nhân theo thứ 
tựA, B, c, D. Biết rằng góc c gấp bốn lần góc A. Tính các góc của tứ giác. 

11 . Biết rằng ba số X, ỵ, z lập thành một cấp số nhân và ba số .Y, 2y, 3z lập 
thành một cấp số cộng. Tìm công bội của cấp số nhân. 

12. Người ta thiết kế một cái tháp gồm 11 tầng. Diện tích bề mặt trên của 
mỗi tầng bằng nửa diện tích mặt trên của tầng ngay bên dưới và diện tích 

bề mặt trên của tầng 1 bằng nửa diện tích đế tháp. Biết diện tích mặt đế 
2 

tháp là 12 288 itT. Tính diện tích mặt trên cùng. 

. 2 2 2 v ^ 

13. Chứng minh răng nếu các sô b , c lập thành một cấp sô cộng (abc & 0) 

v 1 l 1 _ ^ _ A , 

thì các sô , —-—, -——— cũng lập thanh một cấp sô cộng. 
b + c c + a a + b 


Bài tộp trắc nghiệm 


Cho dãy số (u n ), biết u n 

= 3". Hãy chọn phương án đúng : 


a) Số hạng u n+ 1 bằng : 

(A) 3' 7 + 1 ; 

b) Số hạng u 2n bằng : 

(B) 3" + 3 ; 

(C) 3".3 ;' 

(D)3(/t+ 1). 

(A) 2.3" ; 

c) Số hạng W W _Ị bằng : 

(B) 9"; 

(C) 3" + 3 ; 

(D) 6/2. 

(A) 3" - 1 ; 

(B) -. 3" ; 

3 

(C) 3" - 3 ; 

(D) 3/2 - 1. 

d) Số hạng u 2n -1 bằng 




(A) 3 2 .3" - 1 ; 

(B) 3".3 n_l ; 

(C) 3 2,7 - 1 ; 

(D) 3 2(,ỉ-1) . 


15. Hãy cho biết dãy số ( u n ) nào dưới đây là dãy số tăng, nếu biết công thức số 
hạng tổng quát u n của nó là : 

(A) (- l)" +l . sin^ ; (B)(-l) 2 "(5"+I); 

n * 

(C) -; (D) — • 

yjn + 1 + n n + ỉ 
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16 . Cho cấp số cộng -2, A', 6, y. Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả sau : 

(A)jc = -6,y = -2; (B) A' = 1, y = 7 ; 

(C) A' = 2, y = 8 ; (D) A' = 2, y = 10. 

17 . Cho cấp số nhân -4, A\ -9. Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả sau : 

(A) X = 36 ; (B) jr = -6,5 ; 


(C) A- = 6 ; 


(D) X = -36. 


18 . Cho cấp số cộng (« /? ). Hãy chọn hệ thức đúng trong các hệ thức sau : 


/ \ \ u \0 + li 20 . 
(A) -- — - u 5 + w ]0 ; 


(C) «10 .«30 - «20 ; 


(B) «90 + «210 - 2«150 ; 


(D) ^ = «20- 


19 . Trong các dãy số cho bởi các công thức truy hồi sau, hãy chọn dãy số là 
cấp số nhân : 

. \ u \ = 2 íMi = -1 


_ tã 2 ’ 
lt n +1 lt n 


‘<„+l = «n + 1 


Mị = -1 

«n+l = 3»„ 


(D) 7, 77, 777,.... 777-7 . 

lĩ chữ số 7 
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Chương này cung cấp những kiến thức mở đẩu về Giải tích. Nội dung của chương xoay 
quanh hai khái niệm cơ bản là giới hạn và liên tục. 

Chính những khái niệm và các phép toán về giới hạn và liên tục là cơ sở cho việc nghiên 
cứu các nội dung khác của Giải tích (Đạo hàm, Tích phàn ,...). Đặc biệt, chúng sẽ cho 
phép giải quyết nhiều bài toán của khoa học và thực tiễn, mà ta không thể giải quyết 
được nếu chỉ dùng các kiến thức của Đại số. Đó chính là những bài toán liên quan tới 
sự vô han. 







A-sin (Achille) - một lực sĩ trong thần thoại Hy Lạp, người được mệnh danh là 
"có đôi chân chạy nhanh như gió" đuổi theo một con rùa trên một đường thẳng. 

Nếu lúc xuất phát, rùa ở điểm Aị cách A-sin một khoảng bằng a khác 0, thì mặc 
dù chạy nhanh hơn, A-sỉn cũng không bao giờ có thể đuổi kịp rùa. 

Thật vậy, để đuổi kịp rùa, trước hết A-sin cần đi đến điểm xuất phát Aị của rùa. 
Nhưng trong khoảng thời gian đó, rùa đã đi đến một điểm A 2 khác. Để đuổi tiếp 
A-sin lại phải đến được điểm A 2 này. Khi A-sin đi đến điểm A-, thì rùa lại tiến lên 

điểm Aị, ... Cứ như thế, A-sin không bao giờ đuổi kịp rùa. 

Câu chuyện trên là nghịch lí nổi tiếng của Zê-nông (Zénon d'Élée 496 - 429 
trước CN) - một triết gia Hy Lạp ở thành phố Edée, phía nam nước Ý bây giờ. 
Nghịch lí của ông góp phần thúc đẩy sự xuất hiện khái niệm giới hạn. Nhờ khái 
niệm giới hạn, con người có thể nghiên cứu các vấn đề liên quan tới sự vô hạn 
trong Giải tích. 






GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ 


I - GIỚI HẠN HỮU HẠN CỦA DÃY số 


1. Định nghĩa 


Ằ: hũdâvsố _ ới , 

Cho dãy số (u n ) với u fJ - —. 


Biểu diễn (u n ) dưới dạng khai triển : 1, 


Biểu diễn {u n ) trên trục số (h.46) : 

r " 1 

1. “ĩ ... _ị_ 



"6 "4 »3 


Ị 

2 

4- 

»2 

//ì/ỉ/í 46 


1 


"I 


a) Nhận xét xem khoảng cách từ u n tới 0 thay đổi thế nào khi n trở nên rất lớn. 

b) Bắt đầu từ số hạng u n nào của dãy số thì khoảng cách từ U,J đến 0 nhỏ hơn 0,01 ? 

0,001 ? 

(Ta cũng chứng minh được rằng |ỉ/„| = — có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý, kể 

n 

từ một số hạng nào đó trở đi, nghĩa là |ỉ/ /( | có thể nhỏ bao nhiêu cũng được miễn là 

chọn n đủ lớn. Khi đó, ta nói dãy số (u n ) với u n = — có giới hạn là 0 khi n dần tới 

n 

dương vô cực). 


ĐỊNH NGHĨA 1 

Ta nói dãy số (u n ) có giới hạn là 0 khi n dần tới dương vô cực, 

nếu \u„\ có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý, kể từ một số hạng 
nào đó trở đi. 


Kí hiệu : 


lim u n = 0 hay u n —> 0 khi n —> + 00 . 
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Như vậy, ( u n ) có giới hạn là 0 khi n —> +00 nếu ù n có thể gần 0 bao nhiêu 
cũng được, miễn là /7 đủ lớn. 

(- 1 )" 

Ví dụ 1. Cho dãy sô ( u n ) với u n = — - . 

/7 2 

Biểu diễn ( u n ) trên trục số (h.47): 

-] «3 «5 0 «4 li 2 1 

—-•—Hrí-•-1—► 

’ _I _ \ X I 

M 1 9 25 . 16 4 

c > 

«10- 100 

//m/í 47 

Người ta chứng minh được rằng lim u n = 0, nghĩa là |w /7 |có thể nhỏ hơn 

/ỉ—>+00 

một số dương hất kì, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 

Chẳng hạn : 

, (-1)" _ I 1 1 

KI = —2 = 2 < °’ 01 hay KI = 2 < Tnn 

n n n 100 

với mọi n thoả mãn 77 2 > 100 hay n > 10. 

Nói cách khác, \u n I < 0,01 kể từ số hạng thứ 11 trở đi. 

Tương tự, 

I u n \ = ~r < 0,000 01 hay \u n \ - ~v < ——— 

1 ' 7l n 2 y ]n] n 2 100000 

với mọi /7 thoả mãn 77 2 > 100 000 hay n > yịĩ 00 000 « 316,2. 

Vậy |w w | < 0,000 01 kể từ số hạng thứ 317 trở đi. 

ĐỊNH NGHĨA 2 

Ta nói dãy số (v„) có giới hạn là số a (hay v„ dần tới a) khi n -> + 00 , 
nếu lim (v„ - a) = 0. 

n —>+00 

Kí hiệu : lim v n = a hay v n -> a khi n —» + 00 . 

/ỉ—> + OD 


L 0.số 11 
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Ví dụ 2. Cho dãy số (v„) với v n = ĩ n -~-^ . Chứng minh rằng lim v n = 2. 

n « — >+co 

_ ... _ .. (2n +1 .. 1 

Giải. Ta có lim (v w - 2) = lim —--2 = lim — = 0. 

«—>+00 « —>+OG Y n y n—>+ccfĩ 

2/ĩ +1 ' _ 

Vậy lim v /7 = lim ——— = 2. ■ 

/7 —>+00 h— >+X' /7 


2. Một vài giới hạn đặc biệt 

Từ định nghĩa suy ra các kết quả sau : 

a) lim — = 0 ; lim ~ = 0 với k nguyên dương ; 

lĩ —>+oo tl 11 — M- 00 / 7 * 

b) lim q n = 0 nếu \q\ < 1 ; 

«->4-00 

c) Nếu u n = c (c là hằng số) thì lim u n = lim c = c . , 

«->4-00 «->4-00 

CHÚ Ý 

Từ nay về sau thay cho lim u n = a, ta viết tắt là limz/ ;? = a. 

«->400 


II - ĐỊNH LÍ VỀ GIỚI HẠN HŨU HẠN 

Việc tìm giới hạn bằng định nghĩa khá phức tạp nên người ta thường áp dụng 
các công thức giới hạn đặc biệt nêu trên và định lí sau đây mà ta thừa nhận. 

ĐỊNH LÍ 1 





Ví dụ 3. Tìm lim 


3 n 2 - n 


1 + /7 


2 ■ 


<5 2 _ 3 

7 , v - , 2 » in — n 

Giải. Chia tử số và mẫu số cho n , ta được — 


n 


1 + « 2 i,ỉ +1 

n n 


Vì lim 


và lim 


Í3-IÌ 
V n) 


= lim 3 - lim— = 3-0 = 3 
n 


1 1 




+ 1 

yn n J 


= lim—.lim— + liml = 0.0 + 1 = 1 
n n 


í 


nên lim 


. 3 / 7-/7 ,. n 


lim 


= lim 


3-- 
V n 


1 + ÌÝ 


-.- + 1 limí—.— + 1 

n n \n /7 ) 


3. » 


vl + 4/7 

Ví dụ 4. Tìm lim 


1 - 2/7 


„ - _ , vl + 4/7' 

Giải. Ta có lim 


1 - 2/7 


= lim 


n 


r L , V 

, -2 +4 

\n J 


1 - 2/7 


= lim 


/7 1 

± + 4 

V 

1 2 
/7 


--2 
\n ) 


= lim- 


/7 


2 +4 2 


1 


- 1 . 


III - TỔNG CỦA CẤP SỐ NHÂN LÙI VÔ HẠN 

• Cấp số nhân vô hạn ( u n ) có công bội q, với \q\ < 1 được gọi là cấp số 
nhân lùi vô hạn. 

Chẳng hạn, hai dãy số sau là những cấp số nhân lùi vô hạn : 


Dãy số 


i I i 

2*4*8 


_ 1 _ 

2 n 


.. với công bội q = 


1 
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Dãy số 1 , 


i i __L _L 

- 3* 9 ’ 27 ’ 81 ’ ’ 


1Y A , A . 1 

— ,... với công bội q = . 

3 1 '3 


• Cho cấp số nhân lùi vô hạn ( u n ) có công bội q. Khi đó, 

r . Mi(l - q n ) Mị ( Uị ^ „ 

-«1 + w 2 + m 3 +•••+.-«/!-———-— — “ ~ ~ 7 ;; -q • 

1-ợ i-<7 

Vì kl < 1 nên lim ợ” = 0. Từ đó ta có 

lim s„ = lim [ —- Ị 7 —^— ì <?" I = —• 

[\-q ụ-q) J l-q 

Giới hạn này được gọi là tổng của cấp sô nhân lùi vô hạn (u n ) và được kí 
hiệu là s = Uị + «2 + w 3 +•••+ u n +... 

Như vậy 


s = —4 (kl < 1). 


Ví dụ 5 


a) Tính tổng của cấp số nhân lùi vô hạn (u n ), với u n - 


b) Tính tổng l - “T + ~7“o+ — + “ — 
2 4 8 V 2 


a) Vì u„ = — nên u 1 = —, ớ = Ị. Do đó 
3 " 1 3 3 


Y 

c _ 1, 1, 1, 1 Mj _ 3 _ 1 

s — — + — + —— + ... H-1- — —- — -— — — . 

3 9 27 V 7 1 — <7 1 1 2 


b) Các số hạng của tổng lập thành cấp số nhân lùi vô hạn với Uị = 
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n - *. _ 1 1 _ 1 1 
Dãy sô 1, - -, - —-, - 7 . 

3 9 27 81 


I f •' . 1 

— ,... với công bội q = 

3 J '3 


Cho cấp số nhân lùi vô hạn (u n ) có công bội q. Khi đó, 


í ,, A 
u \ 


c . Mi(l - q ) U\ 

s n - Uị + u 2 + «3 +...+ ụ n - — - - - — - — - Ị --- I 

ì-q 1 -q ụ-q) 

Vì \q\ < 1 nên lim ợ” = 0. Từ đó ta có 


n 

.q . 


lim 3^ = lim 


u \ 

í U| ì 

1 

n n 

_ ||J 

\ - q 

u - ( i) 

H 

l-ợ 


Giới hạn này được gọi là tổng của cấp sô nhân lùi vô hạn (u n ) và được kí 
hiệu là s = Uị + «2 + «3 +...+ u n +... 

Như vậy 


5 = 


u \ 


\-q 


(kl < 1). 


Ví dụ 5 

a) Tính tổng của cấp số nhân lùi vô hạn (u n ), với u n 


3 n 


b) Tính tổng + + + 

2 4 8 

Giải 


í Ị v ỉ_l 


+ ... 


V 


a) Vì = — nên u 1 — — , q = Ị . Do đó 
n 3 " 1 3 3 

Ị_ 

0 1 1 , 1 1 3 

s = -7 + T + -3 + A 

3 9 27 3 /? l-ợ 


ĩ~ 2' 


b) Các số hạng của tổng lập thành cấp số nhân lùi vô hạn với U\ = 1, 
1 

<7 = “• 
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s = l-i + i 

2 4 


- + ...+ 
8 


V - GIỚI HẠN VÔ cực 

. Định nghĩa 


|CÓ nhiều tờ giấy giống nhau, mỗi tờ có bề dày là 
0,1 mm. Ta xếp chồng liên tiếp tờ này lên tờ 
khác (h.48). Giả sử có thể thực hiện việc xếp 
giây như vậy một cách vô hạn. 

Gọi Uị là bề dày của một tờ giấy, U-, là bề dày 

của một xếp giấy gồm hai tờ, «3 là bề dày của 

một xếp giấy gồm ba tờ, .... u n là bề dày của 
một chồng giấy gồm n tờ. Tiếp tục như vậy, ta 
có được dãy số vô hạn (u n ). 

Bảng sau đây cho biết bề dày (tính theo mm) 
của một số chồng giấy. 



“1000 000 


100 000 



384 000 km 



Hình 48 


■ 


11 1000 000 000 


100 000 000 



a) Quan sát bảng trên và nhận xét về giá trị của u n khi n tăng lên vô hạn. 

b) Với n như thế nào thì ta đạt được những chồng giấy có bề dày lớn hơn khoảng 
cách từ Trái Đất tới Mặt Trăng ? (Cho biết khoảng cách này ở một thời điểm xác 

định là 384 000 km hay 384.10 ụ mm). 

(Ta cũng chứng minh được răng u n = có thê lớn hơn một sô dương bất kì, kê từ 

một số hạng nào đó trở đi. Khi đó, dãy số ( Ii n ) nói trên được gọi là dần tới dương vô 
cực, khi /7 —> +oo). 

























































ĐỊNH NGHĨA 


• Ta nói dãy số (u n ) có giới hạn +00 khi n —> +00, nếu U u có thể 
lớn hơn một số dương bất kì, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 

Kí hiệu : limz^j = +00 hay u„ -» +00 khi n —> +00. 

• Dãy số ( u n ) được gọi là cố giới hạn -co khi n —» +00 nếu 
lim(- u n ) = +00. 

Kí hiệu : lim u n = -00 hay u n —» -GO khi n -> +00. 

NHẬN XÉT 

Yimu n = +00 <z> lim(- u n ) = -00. 

2 

Ví dụ 6 . Cho dãy sô (u n ) vơi u n = Ỉ1 . 

Hình 49 cho một biểu diễn các số hạng của (u n ) trên trục số. 



Hình 49 

Biểu diễn hình học này cho thấy, khi n tăng lên vô hạn thì u n trở nên 
rất lớn. Hơn nữa, người ta chứng minh được rằng lim u n = +00, nghĩa là u n 
có thể lớn hơn một sô dương bất kì, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 

Chẳng hạn, u n > 10 000, hay n 2 > 10 000 khi n > 100. 

Vậy u n > 10 000 kể từ số hạng thứ 101 trở đi. 

Tương tự, u n > 10 20 hay lĩ > 10 20 khi n > ÌO 10 . 

Vậy u n > 10 20 kể từ số hạng thứ ÌO 10 + 1. 

2. Một vài giới hạn đặc biệt 

Ta thừa nhận các kết quả sau : 

a) lim n k = +00 với k nguyên dương ; 

b) lim q n = +00 nếu q> 1 . 
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3. Định lí 


Ta thừa nhận định lí dưới đây. 
ĐINH LÍ 2 



Giải. Chia tử và mẫu cho /7, ta được 
5' 


2 + - 
77 


2/í + 5 _ 

77 . 3" ~ 3" * 


VI lim 


2 + — = 2 và lim 3"= +00 nên 
V n) 


, - 2 + - 
lim n = lim——- = 0. ■ 
/2.3" 3' 7 


Ví í/ự Tìm lim Ọr - 277 - 1). 

/ 2 1 ^ 


Giải. Ta có /7 2 - 2/7 - 1 = 77 2 


_ ,.2 2 1 
Vì lim 77 = +00 và lim 1- 


lim 77 


1 --- 
V n n*) 

\ 

n 77 2 > 

^ 2 \\ 


- 1 > 0 nên 


1 - 


V 


77 


= + 00 . 


77 ) 


Vậy lim (77 2 — 2/1 — 1) = +00. 8 
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BÀI ĐOC THÊM 



UAY VỂ NGHỊCH LÍ ZÊ-NÔNG 


Sau khi đã học về giới hạn của dãy số, ta có thể giải thích như thế nào về nghịch 
lí "A-sin không đuổi kịp rùa" ? 

Để đơn giản, ở đây ta chỉ xét một trường hợp cụ thể (trường hợp tổng quát được 
giải quyết tương tự). 

Giả sử tốc độ chạy của A-sin là 100 km/h, còn tốc độ chạy của rùa là 1 km/h. Lúc 
xuất phát, rùa ở điểm Aị cách A-sin 100 km (h.50). 

4 | _ ^ 1 I 

0 100 km À, a 2 


Hình 50 

Ta tính thời gian A-sin đuổi rùa, bằng cách tính tổng thời gian A-sin chạy hết các 

quãng đường OA ị, A|A 2 , A 2 A 3 , A /; _jA /r ... Nếu tổng này vô hạn thì A-sin 
không thể đuổi kịp được rùa, còn nếu nó hữu hạn thì đó chính là thời gian mà A-sin 
đuổi kịp rùa. 

Để chạy hết quãng đường OA I = 100(km), A-sin phải mất thời gian tị = = l(h). 

Với thời gian tị này, rùa đã chạy được quãng đường AịA 2 = l(km). 

Để chạy hết quãng đường A|A 2 = l(km), A-sin phải mất thời gian tọ = Y^(h). Với thời 

gian r 2 rùa đã chạy thêm được quãng đường A 2 A 3 = ~ (km). 


Tiếp tục như vậy, để chạy hết quãng đường A„_iA = ——— (km), A-sin phải mất 

100" -2 

thời gian t n = —^—r(h). 

100"" 1 

Vậy tổng thời gian A-sin chạy hết các quãng đường ƠAj, AịAo, AọA 3 .A /r -|A /r ... là 

T= ỉ+-ị-+—— + — l —+ ... + —— + ... (h) 

100 100 2 100 3 100 " 


>0 



^ ^ ^ 1 

Đó là tống của một cấp so nhân lùi vô hạn với Ux = 1, công bội q = nên ta có 
' 1 100 



100 


Ị£„l'<h) 
99 99 


, . x 1 

Như vậy, A-sin đuối kịp rùa sau giờ. 

Kết quả trên (đạt được nhờ áp dụng khái niệm giới hạn) cho phép giải thích 
nghịch lí của Zê-nông. 


Bài ỉộp 

1. Có 1 kg chất phóng xạ độc hại. Biết rằng, cứ sau một khoảng thời gian 
T = 24 000 năm thì một nửa số chất phóng xạ này bị phân rã thành chất 
khác không độc hại đối với sức khoẻ của con người (T được gọi là chu kì 
hán vã). 


Gọi u n là khối lượng chất phóng xạ còn lại sau chu kì thứ /7. 

a) Tìm số hạng tổng quát u n của dãy số (u n ). 

b) Chứng minh rằng (u n ) có giới hạn là 0. 

c) Từ kết quả câu b), chứng tỏ rằng sau một số năm nào đó khối lượng chất 
phóng xạ đã cho ban đầu không còn độc hại đối với con người, cho biết 
chất phóng xạ này sẽ không độc hại nữa nếu khối lượng chất phóng xạ còn 

lại bé hom 10 6 g. 


2. Biết dãy số (u n ) thoả mãn \u n - l| < —- với mọi /7. Chứng minh rằng 

/7' 


\ìmu n = 1. 


3. Tìm các giới hạn sau : 


•Him 6 "'- 1 ; 

3/7 + 2 

b) lim 

3 n + 5.4" 

c) lim-— ; 

* II * n 

d) lim 


4" + 2” 


3/7“ + /7 - 5 
2 n L + 1 

x/9/7 2 - /7 + 1 

4/7-2 
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Để trang hoàng cho căn hộ của mình, chú chuột Mickey quyết định tô màu 
một miếng bìa hình vuông cạnh bằng 1. Nó tô màu xám các hình vuông 
nhỏ được đánh số lần lượt là 1 , 2 , 3, lĩ, ..., trong đó cạnh của hình vuông 
kế tiếp bằng một nửa cạnh hình vuông trước đó (h.51). 


—'—1 -1-1- 

M !_ 

— 

— 

— 


1 

1 

1 

1 

1 

i 

1 

1 

■: 1 . 



L - 



T 




_ 



'ập ! í "M* t 

- ,- r r - T • • 

• 1 « « 

« * ì t' 

J 1 

1 

1 



_1_ 

_ 

— 

■ .í. - ! Ị -" 

i i * 

'MẾMẫMỀỀầMMẵiỂỂtM. 



Hình 51 

Giả sử quy trình tô màu của Mickey có thể tiến ra vô hạn. 

a) Gọi u n là diện tích của hình vuông màu xám thứ lĩ. Tính li ị , u 2 , «3 và u n . 


b) Tính limS,, với S n = Mj + «2 + «3 +...+ u n . 


. Tính tổng s = -1 + - - Kr + ... + 


(- 1 )” 
ựỉ-1 


+ ... 


10 10 2 10 ' 

I. Cho số thập phân vô hạn tuần hoàn a = 1,020 202... (chu kì là 02). Hãy viết 
a dưới dạng một phân số. 

. Tính các giới hạn sau : 

a) lim(rt 3 + 2/7 2 - n + 1) ; b) lim (-n 2 + 5 n - 2) ; 

c) lim ỊV/ĩ 2 - n - ; d) lim(V/ 2 2 - 11 + rì). 

Cho hai dãy số (u n ) và (v n ). Biết lim u n = 3, lim v n = + 00 . 

Tính các giới hạn : 


a) lim 1 


u n + 1 


y + 2 

b) lim “V—— 


v n 


22 

















I - GIỚI HẠN HỮU HẠN CỦA HÀM số TẠI MỘT ĐlỂM 


1. Định nghĩa 

ầ 1 ' 

/V 

Xét hàm sô f(x) = 


2x l -2x 



1. Cho biến X những giá trị khác 1 lập thành dãy số (.*•„), x n -> 1 như trong bảng sau : 


n +1 


X] = 2 

3 

x 0 — 

2 2 

4 

•V, = — 

3 3 

II 

•íi-1 

Ẫ*\) 

/Cv 2 ) 

Ẫ*3) 

/Cv 4 ) 



Khi đó, các giá trị tương ứng của hàm số 

/(*!>’ /(.v 2 ), f(x n ),... 

cũng lập thành một dây số mà ta kí hiệu là (f{x n )). 

2/2 Ị 2 

a) Chứng minh rằng f(x ) = 2x = —— . 

n 

b) Tìm giới hạn của dãy số ự(x„)). 

2. Chứng minh rằng với dãy số bất kì x n * 1 và x n —> 1, ta luôn có f(x n ) 2. 


(Với tính chất thể hiện trong câu 2, ta nói hàm số f(x) = 
khi A' dần tới 1). 


2x-2x 


có giới hạn là 



12 : 














Dưới đây, thay cho các khoảng (ữ ; b ), (-00 ; b), (a ; + 00 ) hoặc (-00 ; +co), 

ta viết chung là khoảng K. 

ĐỊNH NGHĨA 1 

Cho khoảng K chứa điểm A'o và hàm số y -f{x) xác định trên 
hoặc trên K\ {a 0 Ị. 

Ta nói hàm số y =f(x) có giới hạn là số L khi X dần tới A‘o nếu với 
dãy số (x n ) bất kì, x n e K\ {A'o} và x n —> Aq, ta có/( x n ) —> L. 

Kí hiệu : lim f(x) = L hay f(x) —> L khi A -> Aq. 

_'I~Ma_ 

. a- 2 -4 _ 

Ví dụ 1. Cho hàm sô f(x) = —- —Chứng minh rằng lim f(x) = -4. 

x + 2 .V—>-2 

Giải. Hàm số đã cho xác định trên R \ {-2 Ị. 

Giả sử (x n ) là một dãy số bất kì, thoả mãn x n ^ -2 và x n —> -2 khi n -» + 00 . 
Ta có 

2 

lim/(A„) = lim A/? ~~ = lim — ”'— = lim(A /; - 2) = -4. 
a-,,+2 (a aỉ +2) 

Do đó lim /( x) = -4. M 

X —^ — 2 

(Lưu ý rằng, mặc dù f{x) không xác định tại A' = -2, nhưng hàm số lại có 
giới hạn là -4 khi X -» -2). 

NHẬN XÉT 

lim A = Aq ; lim c - c, với c là hằng số. 

• v ~+ v <) - v_> - v 0 

Định lí về giới hạn hữu hạn 

Ta thừa nhận định lí sau dây. 
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ĐỊNH LÍ 1 



Giải. Theo Định lí 1 ta có 

2 

2 lim (a + 1) 

lim /(x) = lim —— 1=- = ^- J=— 

X —>3 -V— >3 2.yJ X lim 2 VA' 

.V— >3 


lim X L 

+ lim 1 

lim X. lim 

A' + lim 1 

.V— >3 

.V— >3 

_ a->3 a-+3 

X-+3 

lim 2. 

lim 4x 

lim 2. 1 

1 lim A' 

A— »3 

.V— >3 

A— >3 V 

.V— >3 


3 .3 + 1 _ _5_ 

2yỈ3 ~ Vỉ‘ 


Ví dụ 3. Tính lim : v - 

A—>1 .Y - 1 


Giải. Vì (x - 1) —» 0 khi A —» 1, nên ta chưa thể áp dụng Định lí 1 nêu 

xn ._.. _ , ... _ x X 2 + X - 2 _ (X - 1)(.v + 2) . „ 

Nhưng với X * 1 ta có-—-— =--= X + 2 . 

X - 1 X - 1 




Do đó, 


X 2 + X - 2 .. (x - 1)(a + 2) _ 

lim-——-— = lim - - -= lim (.V + 2) = 3. ■ 

A'—>1 X — 1 A—»1 X — 1 A—>1 

I. Giới hạn một bên 

Trong Định nghĩa 1 về giới hạn hữu hạn của hàm số khi X -» A' 0 , ta xét dãy 
số Cy / 7 ) bất kì, x n G (a ; b)\ịxQ Ị và x n -> A'Q. Giá trị x n có thể lớn hơn hay 
nhỏ hơn A‘o- 

Nếu ta chỉ xét các dãy (x n ) mà x n luôn lớn hơn Xq (hay luôn nhỏ hơn x 0 ), 
thì ta có định nghĩa giới hạn một bên như dưới đây. 

ĐỊNH NGHĨA 2 

• Cho hàm số V =f(x) xác định trên khoảng (A'o ; b). 

Số L được gọi là giới hạn bên phải của hàm số y =f(x) khi 
X -> Aq nếu với dãy số (x n ) bất kì, A'o < x n < b và x n -» A' 0 , ta 

c ófự n ) L. 

Kí hiệu : lim f(x) = L . 

.v->4 

• Cho hàm số y =f(x) xác định trên khoảng ( a ; A'o). 

Số L được gọi là giới hạn bên trái của hàm số y = f{x) khi 
X —> Xq nếu với dãy số (x n ) bất kì, a < x n < A 0 và x n -> A'o, ta 
cóf(x n ) L. 

Kí hiệu : lim f(x) = L . 

A->AÕ 

Ta thừa nhận định lí sau đây. 

ĐỊNH LÍ 2 
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Ví dụ 4. Cho hàm số 


5a + 2 nếu X > 1 


(1) 

( 2 ) 


/w= , .._ 

(A -3nếuA<l. 

Tìm lim /(a), lim f(x) và lim f(x) (nếu có). 

x~*\- X —> 1 + A->1 

Giải. Ta có, lim f(x) = lim (a 2 - 3) = l 2 - 3 = -2 ; 

X —^ 1 X —^ 1 

lim f (a) = lim (5a + 2) = 5.1 + 2 = 7. 

X —> 1 + X —> 1 

Như vậy, khi A dần tới 1 hàm số y =f(x) có giới hạn bên trái là -2 và giới hạn 
bên phải là 7. Tuy nhiên, lim /(a) không tồn tại vì lim /( x) ^ lim /( x). * 

- v ~*l X->1~ .V—>1 + 

Â 2 

" ^Trong biểu thức (1) xác định hàm sô >’ =/(a) ở ví dụ 4, cần thay số 2 bằng số nào 
để hàm số có giới hạn là -2 khi .V —> 1 Ỹ 


II - GIỚI HẠN HỮU HẠN CỦA HÀM số TẠI VÔ cực 



Hình 52 

Quan sát đồ thị và cho biết: 

- Khi biến X dần tới dương vô cực, thì/CÀ) dần tới giá trị nào. 

- Khi biến X dần tới âm vô cực, thì/(A) dần tới giá trị nào. 


127 





ĐỊNH NGHĨA 3 


a) Cho hàm số ỳ =f(x) xác định trên khoảng (a ; +oo). 

Ta nói hàm số y =f(x) có giới hạn là số L khi X —» +00 nếu với 
dãy số (x n ) bất kì, x n > a và x n —> + 00 , ta có f(x n ) —> L. 

Kí hiệu : lim f(x) = L hay/(.v) —» L khi X -> +00. 

„r—»+00 

b) Cho hàm số y =/(a) xác định trên khoảng (-00 ; a ). 

Ta nói hàm số y =f(x ) có giới hạn là số L khi X —» -00 nếu với 
dãy số (A n ) bất kì, x /? < ứ và x„ -> - 00 , ta c óf(x n ) —» L. 

Kí hiệu : lim /(.v) = L hay f(x) —> L khi A' -> - 00 . 

.V—»-00 

Vỉ ế/ụ 5. Cho hàm số/( a) = . Tim lim /(a) và lim /(a). 

Giải. Hàm số đã cho xác định trên (-00 ; 1) và trên (1; +oo). 

• Giả sử (x n ) là một dãy số bất kì, thoả mãn x n < 1 và x n —> - 00 . 

2 + — 

Ta có lim/(A' ) = lim - A/? ' + - = lim-= 2. 

- x n - 1 

x n 

Vậy lim /(a) = lim — + ^ = 2. 

• Giả sử (x n ) là một dãy số bất kì, thoả mãn x n > 1 và x n -> + 00 . 

2 + f 

Ta có lim f(x n ) = lim —-— -- = lim- = 2. 

x n - 1 1 _ JL 

x n 

Vậy lim f(x) = lim — + ^ = 2. II 

X —»+00 X —»+00 X — 1 
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CHỨ Ý 


a) Với c, k là các hằng số và k nguyên dương, ta luôn có : 


lim c = c; lim 7 = 0 . 

'—>±00 .V—>±00 V 


.V—>±00 .V—>±00 V 

b) Định lí 1 về giới hạn hữu hạn của hàm số khi .V — > .v 0 vẫn còn 
đúng khi .V — > +x hoặc .V —> - 00 . 


3.V 2 - 2.V 

Ví dụ 6. Tìm lim ————. 

.V > +0C .V 2 + ị 

Giai. Chia ca tử và mau cho .V . ta có 


3.V 2 - 2.V lỉm 
lim —--— = lim 

■V —> + f V” + 1 .V—>+•/. 


3-0 


,, I ,. ? n 

ị _| —-- lim 1 + 

.V V->+ocT .V 2 y 


lim 3 - lim — 

— -V-x+cc .V—>+00 x 

lim 1 + lim ~ 

-V —> +00 .V—>+00 V 2 


II - GIỎI HẠN VÒ cụt CỦA HÀM số 

I. Giới hạn VÔ cực 

Các định nghía vé giới hạn +00 (hoặc -00) của hàm số được phát biểu tương 
tự các định nghĩa 1.2 hay 3 ở trên. 

Chảng hạn, giới hạn -00 của hàm số y = /(.v) khi X dần tới dương vô cực 
được dinh nghía như dưới đậy. 

ĐỊNH NGHĨA 4 

Cho hàm sỏ V =/(.v) xác định trên khoảng (a ; +oo). 

Ta nói hàm số y =/(.v) có giới hạn là -00 khi A' —> +CO nếu với 
dãy số (.v„) bất kì. .v„ > a và x n —> +00, ta có f(x n ) —> -00. 

Kí hiệu : lim f{x) = - 00 hay f(x) —> -00 khi X —> +0O. 

.V —> + f 


-D.SỐ 11 
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NHẬN XÉT 


lim f(x) -+00O lim (-/(x)) = -00. 

.V—>+00 .V —> +GC 


!. Một vài giới hạn đặc biệt 

a) lim x k = +00 với k nguyên dương. 

. V —>+00 

b) lim x k = - 00 nếu k là số lẻ. 

X—>-00 

c) lim x k = + 00 nếu k là số chẵn. 

X —> —00 


1. Một vài quy tắc về giới hạn vô cực 

Định lí về giới hạn của tích và thương hai hàm số chỉ áp dụng được khi tất 
cả các hàm số được xét có giới hạn hữu hạn. 

Sau đây là một vài quy tắc tính giới hạn của tích và thương hai hàm số khi 
một trong hai hàm số đó có giới hạn vô cực. 

a) Quy tắc tìm giới hạn của tích/0).g(*) 

Nếu lim f(x) - L * 0 và lim g(x) = +00 (hoặc -oo) thì lim f(x)g(x) 

X —> A'q -V —> ,V|Ị X —> .Yq 

được tính theo quy tắc cho trong bảng sau : 


lim f(x) 

A->A'o 

lim g(x) 

A->A 0 

lim f(x)g(x) 

x->x 0 

L> 0 

+00 

+00 

—00 

—00 

L < 0 

+00 

—00 

—00 

+00 
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• f (x) 

b) Quy tắc tìm giới hạn của thương —7-7 

g(x) 


lim /(x) 
x->x 0 

lim g(x) 

X->.Y 0 

Dấu của g(x) 

lim 

X—>Xq g(x) 

L 

±00 

Tuỳý 

0 

L> 0 

0 

+ 

+00 

- 

—00 

L< 0 

+ 

—00 

- 

+00 


(Dấu của g(x) xét trên một khoảng K nào đó đang tính giới hạn, với X ^ Xo) . 
CHÚ Ý 

Các quy tắc trên vẫn đúng cho các trường hợp X — > XQ , X —» XQ, 
X — > +00 và X — > -00. 


Ví dạ 7. Tìm lim (.V 3 - 2x). 

' 2 ^ 


.V—>-00 


Giải. Ta có (.V 3 - 2x) = V 3 


1 

V X*J 


Vì lim X 3 = — 00 và lim 

.V —> —oc ,Y—>—00 




\ 


Vậy lim (A 3 - 2 a) = lim X 

.V—>-00 X —>-00 


l-- 2 , 

V A 1 ) 

% ( 2 

>-4 , 


0 

1 > 0 nên lim A 


X —> 00 


1-“ 

V + ; 


= — 00 


= — 00 . 


UN 1™ 2 a - 3 
b) lim ——— 

X —> 1 + •*-! 


Ví dụ 8. Tính các giới hạn sau : 

a) lim ——— ; 
x->r x ~ l 

Giải 

a) Ta có lim (x - 1) = 0, X - 1 < 0 với mọi X < 1 và 
x-»r 

lim (2x - 3) = 2.1 - 3 = -1 < 0. 

X —> 1 — 
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2 .V -3 

Do đỏ, lim — -—— = +x. 

.v->r -v-l 

b) Ta có lim (.V - I) = 0, -V - 1 > ọ với mọi ,v > 1 và 

A ~>1 + 

lim ( 2 .V - 3 ) = 2.1 - 3 = -1 < 0 . 

.v->l + 

4 , t . 2 .V -3 
Do đó, lim -— = -X . M 

JC->1 + X - 1 


Bài tộp 

1. Dùng định nghĩa; tìm các giới hạn sáu : 

a) lim —- 

.Ỳ ->4 3.V - 2 

2. Cho hàm số 


h) lim 


2 - 5.V 2 
.V 2 + 3 ’ 


f( 


1 >/v + 1 nếu X > 0 

•v)= ' _ 

Ị 2.V nêu .V < 0 


v ^ 1 v 1 

và các dãy số (//„) với u n - —, (v„) với v n = — 

11 11 

Tính lim//„. lim v ir lim f{u n ) và Yìm fiv n ). 

Từ đó có kết luận gì vé giới hạn cua hàm sô đã cho khi X — > 0 ? 
3. Tính các giới hạn sau : 


■V 2 - 1 
.V— >-3 .V + 1 

2.V - 6 


a) lim 

.v->- 

d) lim 


bi lim 


4 - .V 2 


V —> - 2 X 4 - 2 

17 


c) lim 


^Í7TĨ-Ỉ 


4-.V 

4. Tim các giới hạn sau : 


e) lim 


lim —— 

y / _ v - + ị 


a) lim 


3.V - 5 


•'•->2 (.r - 2) 


2 ’ 


b) lim 


2.V - 7 


.V >1 V - 


.V—>6 X - 6 

f) lim - 2 < + ^- 1 
.V —>+00 3 + X 


, .. 2.V-7 

c) lim ——— 

.V->1 + x-\ 
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Hình 53 

a) Quan sát đồ thị vằ nêu nhận xét về giá trị hàm số đã cho khi A —> -co, 
.V -> 3~ và A' -» -3 + . 

b) Kiểm tra các nhận xét trên bằng cách tính các giới hạn sau : 

• lim f{x) với f(x) được xét trên khoảng (-00 ; -3), 

X'- —>—00 

• ĩírri f(x) với f(x) được xét trên khoảng (-3 ; 3), 
x->3" 

• lim f{x) với f(x) được xét trên khoảng (-3 ; 3). 
a-->-3 + 

6 . Tĩnh : 

a) lim (A 4 - X 2 + X - \) ; 

X —>+00 

c) lim V X 2 - 2x -+ 5 ; 

.V—»-00 

ĩ. Một thấu kính hội tụ có tiêu cự là/. Gọi d và đ lần lượt là khoảng cách từ 
một vật thật AB và từ ảnh A'B' của nó tới quang tâm o của thấu kính 

(h.54). Công thức thấu kính là — + “77 = - 7 . 

ả ả' f 


b) lim (-2 a 3 + 3x 2 - 5) ; 

.V—»-00 

vx 2 + 1 + X 

d) lim - v - - - .. y - - . 

■V—»+00 5 — 2x 
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Hình 54 

a) Tìm biểu thức xác định hàm số d' - (p{d ). 

b) Tìm lỉm ạ>(d), lim ọ(d) và lim (p{d). Giải thích ý nghĩa của các 

d^>f + d-+f~ d->+crj 

kết quả tìm được. * 


BẠN CÓ BIẾT ? 

Jt 


Nhà bác học Anh Niu-tơn (Newton, 1642 - 1727) là người đầu tiên đề xuất thuật 
ngữ "giới hạn", dịch từ chữ La-tinh "Limes" có nghĩa là "bờ", "mép" hay "biên giới". 
Tuy nhiên, chính Giu-rin (Jurin, 1684 - 1750), sau đó Rô-bin (Robins, 1697 - 1751), 
Cô-si (Cauchy, 1789 - 1857)... mới đưa ra các định nghĩa về khái niệm này. : 


Nhà toán học Đức Vai-ơ-xtrát (VVeierstrass) đã trình bày 
một định nghĩa hiện đại về khái niệm giới hạn, gần giống 
vớlđịnb nghĩa sau đây mà ngày nay vẫn thường được dùng 
trong toán học. 

"Số b được gọi là giới hạn của hàm số y =J{x ) khi X -» a, nếu 
với mỗi e > 0, tồn tại ỏ > 0 sao cho với X * a và |x - a\ < ổ 
thì bất đẳng thức l/Ị*) - b\ < e được thực hiện." (Từ điển 
toán học NXB KH&KT 1993). 

Kí hiệu "lim" mà ta dùng ngày nay là do nhà toán học Thuỵ Sĩ 
Luy-lơ (L’Huiller, 1750 - 1840) đưa ra vào năm 1786. 



Như vậy, khái niệm Giới hạn chỉ mới ra đời ỏ thế kì XVII. 

Tuy nhiên, tư tưởng "giới hạn" đã xuất hiện rất sớm ở Weierstrass 

nhiều nhà bác học thời cổ đại. (1815 -1897) 
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cầu Đvor-so-vưi ỏ Xanh Pé-téc-hua (Ngơ) đang mở ra cho tàu qua lại. 



HÀM SỐ LIÊN TỤC 

_ • _ 


I - HÀM SỐ LIÊN TỰC TẠI MỘT ĐIEM 



\-x 2 + 2 nếu X < - 1 


2 

Cho hai hàm số/(x) =.v và g(x) = 


2 


nếu -1 < * < 1 có đồ thị như Hình 55. 


-X 2 + 2 nếu X > 1 




Đồ thị hàm số y = g(.y) 

Hình 55 


a) Tính giá trị của mỗi hàm sô tại .V = ỉ và so sánh với giới hạn (nếu có) của hàm 
số đó khi X -> 1 ; 
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7 ■ 


u Iiuụii vo uu II 1 1 oua 11IUI I Idl 11 SU lcll Ultíl II CU HUéirin uo X == I . 

(Hàm số y =/(.v) được gọi là liên tục tại .V = 1 và hàm số V = iỊ(.x) không liên tục tại 
điểm này). 

ĐỊNH NGHĨA 1 

Cho hàm số y =/(.y) xác định trên khoảng K và .V() e K . 

Hàm số y =Jịx) được gọi là tiên tục tại .\-0 nếu 1 i m /(.v) = /(A'o). 

- v -*'■<) 

Hàm số y =f(x) không liên tục tại XQ được gọi là gián đoạn tại điểm đó. 

Ví dụ 1. Xét tính liên tục của hàm số/(-v) = —tại A*o = 3. 

X - 2 

Giải. Hàm số ỵ =f(x) xác định trên R \ {2}, do đó xác định trên khoảng 
(2 ; + 00 ) chứa ,v 0 = 3. 


lim f(x) = lim —= 3 
.V— >3 .V— >3 X — 2 

Vậy hàm số ỵ =f(x) liên tục tại A'o = 3. » 


=/( 3). 


I - HÀM SỐ LIÊN TỰC TRÊN MỘT KHOẢNG 
ĐỊNH NGHĨA 2 

Hàm số y = f{x) được gọi là liên tục trên một khoảng nếu nó 
liên tục tại mọi điểm của khoảng đó. 

Hàm số y =/( x) được gọi là liên tục trên đoạn [a ; h\ nếu nó 
liên tục trên khoảng ( a ; b) và 

lim f(x) = f{a), lim J\x) = /(/?). 
x—>a + x-*b 

Khái niệm hàm số liên tục trên nửa khoảng, như ( a ; b], [a ; + 00 ), ... được 
định nghĩa một cách tương tự. 

NHẬN XÉT 

Đồ thị của hàm số liên 
tục trên một khoảng là 
một "đường liền" trên 
khoảng đó (h.56). 
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Hình 56 





của một hàm số không liên 
tục trên khoảng ( a ; b). 



Hình 57 


IIĨ - MỘT SỐ ĐỊNH LÍ cơ BẢN 

Ta thừa nhận các định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 1 



a) Hàm số đa thức liên tục trên toàn bộ tập số thực K. 

b) Hàm số phân thức hữu tỉ (thương của hai đa thức) và các 
hàm số lượng giác liên tục trên từng khoảng của tập xác 
định của chúng. 


ĐỊNH LÍ 2 

Giả sử y = f(x) và y = g(x) là hai hàm số liên tục tại điểm 
x 0 . Khi đó : 

a) Các hàm số y =f(x) + g(x), y =/(*) - g(x) và y=f(x).g(x) 
liên tục tại *0 ; 

f(x) 

b) Hàm số y = — 7-7 liên tục tại Xn nếu £(-*•()) 9 ^ 0. 

V g(x) 


Ví dụ 2. Cho hàm số h(x) 


2x z - 2x , 

—--;- nếu X * 1 

X — 1 

5 nếu X = L 


Xét tính liên tục của hàm số trên tập xác định của nó. 
Giải. Tập xác định của hàm số là R . 


Nếu X* l , thì h{x) 


2x l - 2x 


Đây là hàm phân thức hữu tỉ có tập xác định là (-00 ; 1 ) u (1 ; + 00 ). 
Vậy nó liên tục trên mỗi khoảng (-00 ; 1) và (1 ; + 00 ). 
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• Nếu x = 1, ta có h{ 1) = 5 và 


.. ' - 2x 2 - 2x .. 2x(x-ì) _ _ 

lim h(x) — lim — — = lim ——— = lim 2x = 2. 

X — n X —H X 1 X —n X 1 X —n 


Vì lim h(x) * h{ 1), nên hàm số đã cho không liên tục tại JC = 1. 

X —> 1 

Kết luận : Hàm số đã cho liên tục trên các khoảng (-00 ; 1) , (1 ; +00 ) và 
gián đoạn tại X = 1 . * 

" ^Trong biểu thức xác định h(x) cho ở Ví dụ 2, cần thay số 5 bởi số nào để được một 
hàm số mới liên tục trên tập số thực R ? 



Giả sử hàm số y =f(x) liên tục trên đoạn [a ; b ] với f(a ) và f(b) trái dấu nhau. Hỏi 
đồ thị của hàm số có cắt trục hoành tại điểm thuộc khoảng (a ; b) không ? 

• Bạn Hưng trả lời rằng : "Đồ thị của 
hàm số y = f(x) phải cắt trục hoành Ox 
tại một điểm duy nhất nằm trong 
khoảng (a ; b)", 

• Bạn Lan khẳng định : "Đồ thị của hàm 


tại một điểm nằm trong khoảng (a ; b)", 

• Bạn Tuấn thì cho rằng : "Đồ thị của 
hàm số ỵ = f(x ) có thể không cắt tri ■ 
hoành trong khoảng (a ; b), chẳng hí 
như đường parabol ở hình (h.58). 

Câu trả lời của bạn nào đúng, vì sao ? 

ĐỊNH LÍ 3 


1 

m 

1 

t 

0 

i 



k \a b X 

! m 

1 



Hình 58 


V|H LÍ 3 

Nếu hàm số y =f(x) liên tục trên đoạn [a ; b ] và/(#)/(£>) < 0, thì 
tồn tại ít nhất một điểm c € (a ; b) sao cho f(c) = 0. 


Minh hoạ bằng đồ thị (h.59). 
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Định lí 3 thường được áp dụng để chứng minh sự tồn tại nghiệm của 
phương trình trên một khoảng. 

Có thể phát biểu Định lí 3 dưới một dạng khác như sau : 

Nếu hàm số y =fỤc) liên tục trên đoạn [a ; b ] vầf{ơ)f(b) < 0, thì 
phương trình f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm nằm trong 
khoảng (a ; b). 

-1' v 3 

Vỉ dụ 3. Chứng minh rằng phương trình X + 2 jc - 5 = 0 có ít nhất một nghiệm. 
Giải. Xét hàm số f(x) =x + 2x - 5. 

Ta có/(0) = -5 và/(2) = 7. Do đó,/(0)/(2) < 0. 

y =/(x) là hàm số đa thức nên liên tục trên R. Do đó, nó liên tục trên đoạn 
[0; 2]. Từ đó suy ra phương trình/(x) = 0 có ít nhất một nghiệm Xq € (0 ; 2). ■ 

CHÚ Ý 

Nếu nhận xét thêm rằng /(1 )/(2) = -14 < 0 thì ta có thể kết luận 
phương trình có ít nhất một nghiệm trong khoảng (1 ; 2 ) <z (0 ; 2 ). 

4 

Hãy tìm hai số a và b thoả mãn 1 < a < b < 2, sao cho phương trình trong Ví dụ 3 ỏ 
trên có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng (a ; b). 


BÀI ĐỌC THÊM 



TÍNH GẦN ĐÙNG NGHIỆM CỦA PHƯƠNG TRÌNH. 
PHƯƠNG PHÁP CHIA ĐÔI 


• Trong Ví dụ 3 ở phần III, §3, ta đã chứng minh được rằng phương trình 

X 3 + 2x - 5 = 0 có nghiệm A 0 thuộc khoảng (0 ; 2). Giả sử rằng đó là nghiệm duy 
nhất của phương trình trên khoảng này. 

Bằng cách áp dụng liên tiếp Định lí 3, ta có thể tìm được các giá trị gần đúng của 
nghiệm JC 0 . Ta lam nfiư sau : 

0 4-2 

- Bước 1 : Lấy sô 1 = ■■■ - . Ta có,/(l) = -2. So sánh dấu của f{\) và dấu của 

giá trị hàm số tại hai đầu mút là/(0) và/(2), ta thấy : /(l)./(2) = -2.7 < 0. r >0 ổó, 
phương trình f{x) = 0 có nghiệm thuộc (1 ; 2). Như vậy, A 0 e (1 ; 2). 
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- Bước 2 : Lấy số 1.5 = —^—. Ta có, /(1.5) = 1,375 và /(1 )./( 1,5) = -2.1,375 < 0. 
Do đó,/(.v) = 0 có nghiệm thuộc (1 ; 1,5). Như vậy, .Vị) e (1 ; 1,5). 

- Bước 3 : Lấy số 1,25 = Ta có, /(1,25) = -0.546 875 và /( 1,25)./(1,5) < 0. 

Do đó,/(A-) = 0 có nghiệm thuộc (1,25; 1,5). Như vậy, .Y 0 e (1,25 ; 1,5). 

Bảng sau đây trình bày kết quả tính lần lượt của các bước 4, 5, 6, 7. 


Nghiệm VQ 



■ 


(I + b 

fia) 

m 

2 

1.375 

- 0,546 875 

1,375 

1,3125 

, - 0,546 875 

0A49609375 

1,34375 

-0,114013671875 

0.349609375 

1,328125 

-0,114013671875 

0,113861083984375 




0.349609375 


.0,114013671875 1,3125 <;v 0 < i;375 


1 ,-•>1 < .\Q < I /.-> 


1,328125 <.v 0 < 1,34375 


Nếu dừng ở bước 4, ta có 1,25 < .Vo < 1,375.. Như vậy, có thể có được các giá trị 
gần đúng của nghiệm ,Y 0 . Chẳng hạn — là một giá trị gần đúng của A 0 
với sai số tuyệt đối A < I 1,375 - 1,251 = 0,125. 

Khi dừng ở bước 7, ta có 1,328125 < x 0 < 1,343 75. Có thể lấy A*o * 1,335 937 5 với sai 
số tuyệt đối A< ll, 343 75 - 1,328 1251 =0,015 625. 

Nếu tiếp tục quy trình trên, ta tìm được những giá trị gần đúng của A'o với sai số 
càng ngày càng bé. 

Chú ý. Trong quá trình tính toán, nếu có số a+ J y nào đó mà / - j - ^ -ì = 0 , thì kết 

. _. .. a + b 

luận nghiệm x 0 = — — . 

• Việc tìm giá trị gần đúng của nghiệm như trên sẽ dễ dàng hơn nếu sử dụng máy 
tính bỏ túi. Đặc biệt, máy tính bỏ túi có chức năng lập trình hay máy vi tính có thể 
cho phép tính một cách tự động và nhanh chóng giá trị gần đúng của nghiệm với 
sai số A rất bé. 


Bài tộp 

. Dùng định nghĩa xét tính liên tục của hàm số /Ly) = .V + 2a' - 1 tại A*() = 3. 
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. a) Xét tính liên tục cua hàm sổ V = g(.v) tại .Vq = 2, biết 

r - 8 

V) Ị V 2 ,tóu ' ^ 2 

5 nếu .V = 2. 

b) Trong biểu thức xác định gt.v) ớ trên, cần thay số 5 bởi số nào để hàm số 
liên tục tại ,V() = 2. 

Í3.V + 2 nếu .V < -1 
. Cho hàm số /(.v) = < ^ 

Ị.v~ - 1 nếu.Y>-l. 

a) Vẽ đồ thị cua hàm sỏ V - J{x). Từ đó nêu nhận xét về tính liên tục của 
hàm số trên tập xác định của nó. 

b) Khẳng định nhận xót trên bằng một chứng minh. 

/ v , Ẫ .- . ,\ *4~ 1 v 

. Cho các hàtn sò f(x) - —-— và g(x) = tan.v + sin .V. 

x z + .V - 6 

Với mồi hàm sở. hãy xác dinh các khoảng trên đó hàm số liên tục. 

. Ý kiến sau đúng hay sai ? 

, "Nếu /làm sô y =7(.v) Hen tục tụi điểm .\'o còn hàm sô V = £(.v) không liên 
tục tại .V(), thì y = j tv) + g(.v) lù một hàm số không liên tục tại A()." 

. Chứng minh rằng plnrơhg-trihlT: 

a) 2v 3 - 6.V +1-0 cỏ ít nhất hai nghiệm ; 

b) cos.v = X có nghiệm. 

Ôn tạp chưong IV 

Hãy lập báng liệt kê các giới hạn đặc biệt của dãy số và các giới hạn đặc 
biệt của hàm số. 

Cho hai dãy số (u n ) va (v n ). Biết \u n - 2| < v n với mọi n và limr,, = 0. Có 
kết luận gì về giới hạn của dãy sổ ịu n ) ? 

Tên của một học sinh dược mã hòá bởi số 1530. Biết rằng mỗi chữ số trong 
số này là giá trị của một trong các biểu thức A , //. N, o với : 

A = lim——-Ị- ; H = lim í v//7 2 + 2 n - n\ 

/7 + 2 l J 
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N= lim 


yfn — 2 
3n + 7 ; 


o = lim 


3” - 5.4” 
1-4” 


Hãy cho biết tên của học sinh này, bằng cách thay các chữ số trên bởi các 
chữ kí hiệu biểu thức tương ứng. 

4. a) Có nhận xét gì về công bội củạ các cấp số nhân lùi vô hạn ? 

b) Cho ví dụ về một cấp số nhân lùi vô hạn có công bội là số âm và một cấp số 
nhân lùi vô hạn có công bội là số dương và tính tổng của mỗi cấp số nhân đó. 

5. Tìm các giới hạn sau : 


^ x + 3 

a) lim —r—-- 

x-*2 X 2 + X + 4 

, 2x - 5 . 

c) lim ——— ; 

xZ- x-4 


ì:_ A' + 3 

e) lim —- ; 

X —*-00 3x — 1 



lỉm ỵ2 + + 6 . 

b) lim ĩ 

x-*-3 X 2 + 3x 

d)\ lim (-A 3 + X 2 - 2x + 1) ; 

.V—>+00 

- ylx 2 - 2x + 4 - À' 

f) lim -——— -. 

„v —>—00 3x - 1 


6. Cho hai hàm số f(x ) = 


1 - X* 


và g(x) = 


-3 9 

X +x +1 


a) Tính lim f(x) ; lim g(A); lim f(x) và lim g(x ). 

. V —>0 X —>0 X —>+00 X —>+00 

b) Hai đường cong sau đây (h. 60) là đồ thị của hai hàm số đã cho. Từ kết 
quả câu a), hãy xác định xem đường cong nào là đồ thị của mỗi hàm số đó. 




a) b) 

Hình 60 
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nếu X > 2 


7. 


8 . 


Xét tính liên tuc trên R của hàm số 


g(x) = 1 


2 „ ~ 
X - X - 2 

X — 2 


[5 - A' nếu X <2. 

. 5 4 

Chứng minh răng phương trình A - 3 jc + 5x - 2 = 0 có ít nhất ba nghiệm 
nằm trong khoảng (-2 ; 5). 


Bài tộp trắc nghiệm 


9. Mệnh đề nào sau đây ỉà mệnh đề đúng ? 

(A) Một dãy số có giới hạn thì luôn luôn tăng hoặc luôn luôn giảm. 

(B) Nếu (u /7 ) là dãy số tăng thì limi! /t = +00 . 

(C) Nếu lim u n = +00 và lim v n = +00 thì lim(M w - v„) = 0. 

(D) Nếu u n = a n và -1 < a < 0 thì lim u n = 0. 

X 1 + 2 + 3 + ... + n 

10 . Cho dãy sô ( u n ) với u n = —--———-. 

n 2 + 1 

Mệnh đề nào sau đây là mệnh đề đúng ? 

(A) lim u n = 0 ; (B) lim u n ; (C) lim u n = 1 ; . 

(D) Dãy ( u n ) không có giới hạn khi n -> +00. 

11 . Cho dãy số (u n ) với u n = yíĩ + (V 2) 2 + ... + (V 2 )”. 

Chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau : 

(A) lim u n = ypĩ. + (V 2) 2 + ... + (y/2) 11 + ... =- J= Ị 

1 — V 2 

(B) lim u n = - 00 ; 

(C) lim u n = +00 ; 

(D) Dãy số (m„) không có giới hạn khi n -* +00. 
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Chọn phương ủn đúng : 
l lim —^—— bằng : 

A->r -V-I 

(A)-l; (B)-x; (0-3; (D) + 00 . 

2 

Cho hàm sò /(.V) = -— . 

X 

lim /( X) bàng : 

A'—>-00 

(A)+x; (B) 1 ; (C) -X : (D)-l. 

ị. Cho hàm số 

3-1 - 

—■ ====. ■ — nê u X * 3 
/(.V) = V.v + 1 - 2 

m nếu X = 3. 

Hàm sò đã cho liên tục tại .V = 3 khi nì bằng : 

(A) 4: (B) —1 ; (C)l: (D) - 4. 

5. Cho phương trình 

-4.V 3 + 4.V -1=0. 

Mệnh đề sai là : 

(A) Hàm sô / t.v) = -4.v^ + 4.V - 1 liên tục trên R ; 

(B) Phương trình (1) không có nghiệm trên khoảng (-X : 1); 

(C) Phương trình (1) cỏ nghiệm trên khoáng (-2 ; 0); 

(D) Phương trình (1) có ít nhất hai nghiệm trên khoang ( -3 : 


u 




i 


Trước đây, Đạo hàm và Tích phân được học trọn vẹn trong Giải tích 12. Ngày nay, phần 
Lí thuyết đạo hàm được học trong chương trình Đại số và Giải tích 11 để phục vụ kịp thời 
cho việc học các bộ môn khoa học khảc như Vật lí, Hoá học,... 
ở đây, học sinh được học đầy đủ và hệ thống về đạo hàm cấp một từ các bài toán đưa 
đến sự xuất hiện khái niệm đạo hàm, định nghĩa, quy tắc tính và các công thức đạo hàm 
cơ bản và quan trọng nhất. 

Đạo hàm cấp hai được đưa ra nhằm giúp cho việc hiểu bản chất và cách tính toán một 
khái niệm quan trọng của Vật lí là gia tốc. 

Định nghĩa Vi phân được đưa ra nhằm chuẩn bị cho việc học Tích phân ở Giải tích 12. 
Vì không có thời gian học ở lớp 11, phần ứng dụng đạo hàm chuyển sang chương đầu 
tiên của Giải tích 12. 


■ĐÍSỐ 11 




ĐỊNH NGHĨA VÀ Ý NGHĨA 
CỦA ĐẠO HÀM_ 


- ĐẠO HÀM TAI MỘT ĐIEM 

I. Các bài toán dẫn đến khái niệm đạo hàm 

Một đoàn tàu chuyển động thẳng khởi hành từ một nhà ga. Quãng đường s (mét) đi 
được của đoán tàu íà một hàm số của thời gian í (phút). Ở những phút đầu tiên, 
hàm số đó là Ã = t , 

Hãy tính vận tốc trung bình của chuyển động trong khoảng \t ; / n Ị với / 0 = 3 và / = 2 ; 
r = 2,5 ; r = 2,9 ; í - 2,99. 

Nêu nhận xét về những kết quả thu được khi / càng gần / 0 - 3. 



a) Bài toán tìm vận tóc tức thời 

Một chất điểm M chuyển động trên trục s'Os (h. 61). 


•v' o s(ì()j s(t) 


s 


Hình 6/ 
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Quãng đường s của chuyển động là một hàm số của thời gian t 

s = sự). 

Hãy tìm một đại lượng đặc trưng cho mức độ nhanh chậm của chuyển động 
tại thời điểm ÍQ. 

Giải . Trong khoảng thời gian từ ÍQ đến t, chất điểm đi được quãng đường là 

Ấ- - s 0 = sự) - s(t 0 ). 

Nếu chất điểm chuyển động đều thì tỉ số 

£ - Sọ _ sịt) - sự 0 ) 

1 ~ t 0 t - f 0 

là một hằng số với mọi t. 

Đó chính là vận tốc của chuyển động tại mọi thời điểm. 

Nếu chất điểm chuyển động không đều thì tỉ số trên là vận tốc trung bình 
của chuyển động trong khoảng thời gian |/ - /q|. 

Khi t càng gần r 0 , tức là |/ - f()| càng nhỏ thì vận tốc trung bình càng thể 
hiện được chính xác hơn mức độ nhanh chậm của chuyển động tại thời 
điểm t 0 . 

Từ nhận xét trên, người ta đưa ra định nghĩa sau đây. 

Giới hạn hữu hạn (nếu có) 

lim 

t-±to t ÍQ 

được gọi là vận tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm / 0 - 

Đó là đại lượng đặc trưng cho mức độ nhanh chậm của chuyển động tại thời 
điểm ÍQ. 

b) Bài toán tìm cường độ tức thời 

Điện lượng Q truyền trong dây dẫn là một hàm số của thời gian t: 

Q = Q(t). 
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; %ịểậỆ 


Cường độ trung bình của dòng điện trong khoảng thời gian 1 1 - ?o| là 

th ~ — 7-1 • 

t - ĨQ 

Nếu |/ - / 0 Ị càng nhỏ thì tỉ số này càng biểu thị chính xác hơn cường độ 

dòng điện tại thời điểm ĨQ. Người ta đưa ra định nghĩa sau đây. 

Giới hạn hữu hạn (nếu có) 

■im mzJẵ!nl 

r h) t f 0 

được gọi là cường độ tức thời của dòng điện tại thời diểm t Q . 
NHẬN XÉT 

Nhiều bài toán trong Vật lí, Hoá học, ... đưa đến việc tìm giới 
hạn dạng lim ỉ^- — í -~ũ) ' trong đó y —f(x) là một hàm số 

-V->.Y 0 X - Aq 

đã cho. Giới hạn trên dẫn tới một khái niệm quan trọng trong 
Toán học, đó là khái niệm đạo hàm . 

. Định nghĩa đạo hàm tại một điểm 

ĐỊNH NGHĨA 

Cho hàm số y =f(x) xác định trên khoảng (a ; h) và À'o e (a ; h). 
Nếu tồn tại giới hạn (hữu hạn) 

lim Af L -.. g a2 
A-->A 0 X A'q 

thì giới hạn đó được gọi là đạo hàm của hàm số V = f(x) tại 
điểm Xq và kí hiệu là /’(a'o) (hoặc y'(x 0 )), tức là 

jn.v„,- lim f(x) -_ f }ý -. 

A —^ A*0 X A'q 


48 





CHU Y 


Đại lượng A.V = X - -V 0 được gọi là số gia của đối số tại A' 0 . 

Đại lượng Ay = f(x) - fự 0 ) =f(x 0 + Ax) -f(x 0 ) được gọi là số 
gia tương ứng của hàm số. Như vậy 

y'(x 0 ) = lim 

A.V—»0 Ax 


3. Cách tính đạo hàm bằng định nghĩa 

2 

2 . 

iCho hàm số y = X . Hãy tính y'(jt 0 ) bâng định nghĩa. 


Để tính đạo hàm của hàm số y =f(x) tại điểm Xq bằng định nghĩa, ta có quỳ 
tắc sau đây. 


QUY TẮC 





Giải. Giả sử Ax là số gia của đối số tại A‘o = 2. Ta có 

1 1 Ax 


Ay = /(2 + Ax) - /(2) 


Aỵ 

Ax 

lim 


1 


2(2 + Ajc) 
Av 


lim 


Ax —>0 Aa* Ax-»0 2(2 + Ax) 
Vậy /’(2) = -i. m 


2 + Ax 2 


]_ 

4 


2(2 + Av) 
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. Quan hệ giữa sự tồn tại của đạo hàm và tính liên tục của hàm số 

Ta thừa nhận định lí sau đây. 

ĐỊNH LÍ 1 

Nếu hàm số y = f(x) có đạo hàm tại thì nó liên tục tại 
điểm đó. 


CHÚ Ý 

a) Định lí trên tương đương với khẳng định : 

Nếu hàm số >’ = f(x) gián đoạn tại A'o thì nó không có đạo 
hàm tại điểm đó. 

b) Mệnh đề đảo của Định lí 1 không đúng. 

Một hàm số liên tục tại một điểm có thể không có đạo hàm tại 
điểm đó. 


Chẳng hạn, hàm số 


2 

-X nếu X > 0 
nếu X < 0 


liên tục tại X = 0 nhưng không có đạo hàm tại đó. 
Ta nhận xct rằng đồ thị của hàm số 

này là một đường liền, nhưng bị _ 

"gay" tại điểm 0(0 ; 0) (h. 62). 

). Ý nghĩa hình học của đạo hàm 

3 / 

2 

a) Vẽ đồ thị của hàm số f(x) = . 



b) Tính/XI). 

c) Vẽ đường thẳng đi qua điểm M(\ ; —) 

và có hệ số góc bằng /’(1). Nêu nhận 
xét về vị trí tương đối của đường thẳng 
này và đồ thị hàrnsố đã cho. 

a) Tiếp tuyến của đường cong phang 

Trên mặt phẳng toạ độ Oxy cho đường 
cong (C). Giả sử (C) là đồ thị của hàm 
s ốy =f(x) và Mq(xq ; f(x 0 )) G (C). Kí 
hiệu M(x ; f(xj) là một điểm di chuyển 
trên (C). Đường thẳng MqM là một cát 


Hình 62 



tuyến của (C) (h.63). 


Hình 63 
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Nhận xét rằng khi X -* XQ thì M(x ; /(x)) di chuyển trên (C) tới điểm 
Mq(aq ; /(a 0 )) và ngược lại. Giả sử cát tuyến MqM có vị trí giới hạn, kí hiệu 
là MqT thì M {) T được gọi là tiếp tuyến của (C) tại Mq . Điểm Mq được 
gọi là tiếp điểm. 

Sau đây, ta không xét trường hợp tiếp tuyến song song hoặc trùng với Oy. 
b) Ý nghĩa hình học của đạo hàm 

Cho hàm số y — f(x) xác định trên khoảng (a ; b) và có đạo hàm tại 
,Vq e (a ; b). Gọi (C) là đồ thị của hàm số đó. 

ĐỊNH LÍ 2 

— — - — — ,- —”—7- 7- \ 

Đạo hàm cua hàm sô y = f(x) tại điếm A() là hệ số góc của 

tiếp tuyến MqT của (C) tại điểm Mq (.Vq ;/(a'o)). 

\ ____ 


Chứng mình. Giả sử M(aq + Ax ;/(A'() + A.v)) là điểm di chuyên trên (C). Ta 
có (h.64) 

MqH = Ax, HM = Ay. 

Hệ số góc của cát tuyến MqM là tan ọ, trong đó (Ọ là góc tạo bởi trục Ox và 
vectơ MqM như trên Hình 64a hoặc 64b. Ta có 

~HM Ày 
tan (p = ===== = ——. 

MqH Ax 



Hình 64 


151 












Khi M dần tới Mq ( M -> Mq) thì Aa -» 0 và ngược lại. 

Theo giả thiết, f(x) có đạo hàm tại A *0 nên tồn tại giới hạn 

Av 

f'(xn) = lim —- - lim lán ọ. 

Ax —»0 Av M —> Mq 

Vậy khi M —> M 0 thì cát tuyến A/qM dần tới vị trí giới hạn là đường thẳng 

M 0 r, có hệ số góc bằng lim tan (p - f\xn). 

M —» M() 

Đường thẳng MqT là tiếp tuyến tại Mq của ( c ). 


Vậy / ’(a'q) là hệ số góc của tiếp tuyến tại Mq của đổ thị (C). iỉĩ 

c) Phương trình tiếp tuyến 



4 

Viết phương trình đường thẳng đi qua M 0 (.v 0 ; >’()) và có hệ số góc k. 
Từ ý nghĩa hình học của đạo hàm ta có định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 3 


ị' Phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) của hàm số y - f(x) 




tại điểm M 0 (.v 0 ; /(.Vq)) là 


V - >’o = /’(-V 0 )(-V - Xq ), 


^ trong dỏ Vọ =/(Aọ). 



5 

Cho hàm số y = -X 2 +3.V-2. Tính /(2) bằng định nghĩa. 




Ví dụ 2. Cho parabol y = -X + 3x - 2. 

Viết phương trình tiếp tuyến của parabol tại điểm có hoành độ A'o = 2. 

Giải. Bằng định nghĩa ta tính được /(2) = -1. Do đó, hệ số góc của tiếp 
tuyến là -1. Ngoài ra ta có y(2) = 0. 

Vậy phương trình tiếp tuyến của parabol tại điểm Mq( 2 ; 0) là 
y - 0 = (-I).(a - 2) hay y = -X + 2. M 
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6. Ý nghĩa vật lí của đạo hàm 


a) Vận tốc tức thời 

Xét chuyển động thẳng xác định bởi phương trình S = s(t), với s = sự) là 
một hàm số có đạo hàm. Như đã thấy trong bài toán mở đầu, vận tốc tức thời 

của chuyển động tại thời điểm tị) là đạo hàm của hàm số s = sự) tại ĨQ : 

v(r 0 ) = -v' (/,)). 

b) Cường độ tírc thời 

Nếu điện lượng Q truyền trong dây dẫn là một hàm số của thời gian : Q = Qịt) 
(Q = Q(í) là một hàm sỏ có đạo hàm) thì cường độ tức thời của dòng điện 
tại thời điểm tị) là đạo hàm của hàm số Q = Q(t) tại ? 0 : 

/ơo) = 0'ơo)- 

II - ĐẠO HÀM TRÊN MỘT KHOẢNG 




iBằng định nghĩa, hãy tính đạo hàm của các hàm số : 

, . I , 

a)/(.v) = x~ tại điếm X bất kì; b) g(x) = — tại điếm bất kì .V ự- 0. 

X 

ĐỊNH NGHĨA 

Hàm số V = f(x) được gọi là có đạo hàm trên khoảng (a ; b) 
nếu nó có đạo hàm tại mọi điểm X trên khoảng đó. 

Khi đó, ta gọi hàm số/' : (a ;/?)-» E 

X /'( x) 

là đạo hàm của hàm số y ~f(x) trên khoảng ( a ; b), kí hiệu là 
y háy f\x). 

Ví dụ 3. Hàm số ỵ = X có đạo hàm ỵ' - 2x trên khoảng (-00 ; +oo). 




BÀI ĐỌC THÊM 


ĐẠO HÀM MỘT BÊN 



Cho hàm số y = f(x ) xác định trên khoảng (ứ ; b) và A 0 G(a:b). Có thể không 
tồn tại giới hạn (hữu hạn) 

f(x)-f(x 0 ) 


lim 


x ~* x 0 x A () 


nhưng tồn tại các giới hạn một bên 

I: _ ./(*)-/1*0) 
lim--—-—— 


, lim 


/(*)-/(-v 0 ) 


w X-X Q 

Khi đó, ta nói hàm số có đạo hàm một bên. 


r~ X ~ A‘n 
v ^ x 0 0 


ĐỊNH NGHĨA 1 

Nếu tồn tại giới hạn (hữu hạn) bên phải 

f(x)-f(x Q ) 
lim --—-——, 

x -*4 x ~ x 0 

ta sẽ gọi giới hạn đó là đạo hàm bên phải của hàm số _y = f(x) tại 
A' = a'q và kí hiệu là /’(a-q ). 

Tương tự, giới hạn (hữu hạn) bên trái (nếu tồn tại) 

1: „ /(a-)-/(a- 0 ) 
lim —-—— 

.V—>.vỹ X — Aq 

được gọi là đạo hàm bên trái của hàm số y - f(x) tại X = A' 0 và kí hiệu 
là /’(*õ). 

Các đạo hàm bên phải và bên trái được gọi chung là đạo hàm một bên. 

Từ các tính chất của giới hạn một bên suy ra ngay định lí sau đây. 

ĐỊNH LÍ 

Hàm số y = f(x) có đạo hàm tại Aq khi và chỉ khi /H + >- 
f'(xỹ) tồn tại và bằng nhau. Khi đó, ta có 

fX4) = f'(x-ỳ = f'(x 0 ). 
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Ví dụ 1. Chứng minh rằng hàm số 

,,, í A' 2 nếu X > 0 

f(x) = <! 

I —X nếu .V < 0 

có các đạo hàm một bên, nhưng không có đạo hàm tại =0. 
Giải. Tá có : 

/’(0 + )= lim lim — = 0; 

.í-*0 + A-0 .V—>0 X 


fW)= lim Ỉ ^—ẨM = lim - = 

X— >0 X ~~ 0 A—>0 X 

Vậy tại Xq =0, hàm số này có đạo hàm bên phải bằng 0, đạo hàm bên trái bằng -1. 
Vì các đạo hàm bên phải và bên trái khác nhau nên hàm số không có đạo hàm 
tại x 0 = 0. H 

Ví dụ 2. Xét sự tồn tại đạo hàm và các đạo hàm một bên của hàm số 


tại điểm x = 0. 
Giải. Vì 



nếu .Y>0 
nếu X < 0 


.. /(; 0 -/( 0 ) 47 - 0 _ 1 

lim - — - — 2 —- lim————=- lim T7=r = -00 

X —-V-0 ,v^0 + x-0 .V—>0 + V A' 


nên hàm số không có đạo hàm bên phải tại X = 0. 
Vì 


n m Mzm = ìim ~- = 2 

.V— >0~ x-0 A— >0 X 


nên hàm số có đạo hàm bên trái tại X = 0 và /'(0 ) = 2. 

Từ định lí suy ra rằng hàm số đã cho không có đạo hàm tại X = 0. » 

ĐỊNH NGHĨA 2 

Hàm số >’ = f(x) được gọi là có đạo hàm trên đoạn \a ; b] nếu thoả mãn 
các điều kiện sau : 

Có đạo hàm tại mọi xs(a;b ) ; 

Có đạo hàm bên phải tại x = a ; 

Có đạo hàm bên trái tại A' = b. 
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Bàitộp 

1. Tìm số gia của hàm số/(x) = X 5 , biết rằng : 

a) Xo = 1 ; Ax = 1 ; 

b) Xo = 1 ; Ax = - 0,1. 

Ạy 

2. Tính Ay và — của các hàm số sau theo X và Ax: 

Av 

2 

a) y = 2x - 5 ; b) >’ = X - 1 ; 

c) y = 2x 3 ; d) y = —. 

X 

3. Tính (bằng định nghĩa) đạo hàm của mỗi hàm số sau tại các điểm đã chỉ ra : 

s 2 

a) y = X + X tại Xo = 1 ; 

b) y = - tại x 0 = 2 ; 

X 

N X + 1 . „ 

c ) y - :: —— tại ,v n = 0. 

4. Chứng minh rằng hàm số 

(x - l) 2 nếu X > 0 

/U') = j 2 

-x z nếu X < 0 

không có đạo hàm tại điểm X = 0 nhưng có đạo hàm tại điểm X = 2. 

5. Viết phương trình tiếp tuyến của đường cong y = X 3 : 

a) Tại điểm (-1 ; -1); 

b) Tại điểm có hoành độ bằng 2 ; 

c) Biết hệ số góc của tiếp tuyến bằng 3. 

6. Viết phương trình tiếp tuyến của đường hypebol y = — : 

X 

(1 ^ 

a) Tại điểm — ; 2 ; 

K2 ) 

b) Tại điểm có hoành độ bằng -1 ; 

c) Biết rằng hệ số góc của tiếp tuyến bằng -ỉ. 
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. _ 1 j 2 2 

7. Một vật rơi tự do theo phương trình s = ~ gí , trong đó g « 9,8 m/s~ là gia 

tốc trọng trường. 

a) Tìm vận tốc trung bình của chuyển động trong khoảng thời gian từ t 
(t - 5 s) đến t + At, trong các trường hợp Aĩ = 0,1 s ; At = 0,05 s ; À t- 0,001 s. 

b) Tìm vận tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm t = 5 s. 


QUY TẮC TÍNH ĐẠO HÀM 



- ĐẠO HÀM CỦA MỘT số HÀM số THƯỜNG GẶP 


Dùng định nghĩa tính đạo hàm của hàm số y = X tại điểm X tuỳ ý. 

Dự đoán đạo hàm của hàm số y = x ỉ0() tại điểm X. 

Việc tính đạo hàm của hàm số bằng định nghĩa nói chung phức tạp. Đôi 
với một số hàm số thường gặp, ta có những công thức cho phép tính một 
cách nhanh chóng đạo hàm của chúng tại một điểm. 

ĐỊNH LÍ 1 

' ~ 7 ~ “ “ 77 77 7 7 “ 7 \ 

Hàm sô y = X (ne N , n > 1) có đạo hàm tại mọi xe R và 

(*")’ =/u-"-'. 



Chứng minh. Giả sử Ax là số gia của X, ta có : 

Ay = (x + Ax) - X 

— (x + Ax - x) [(X + Ax) n 1 + (x + Ax) n 2 X + ... + (x + Ax)x" 2 + x n 1 ] 
= Aa’[(x + Ax) n 1 + (x + Ax) n ~ X + ... + (x + Ax)x n “ + x n *] ; 


157 




= (x + Axf 1 4- ịx 4- Ax) n 2 X + ... 4- (a + Ax)x ỉl 2 + x n 1 ; 
Ax 


Ax —>0 Aấ 


n số hạng 


Vậy (/*)' = nx n ~'\ a 


NHẬN XÉT 

a) Đạo hàm của hàm hằng bằng 0 : (c)' = 0. 

b) Đạo hàm của hàm số V = X bằng 1 : {xỴ = 1. 

2 

Chứng minh các khẳng định trong nhận xét trên. 

ĐỊNH LÍ 2 



Chứng minh. Giả sử A.V là số gia của JC dưofng sao cho X 4- A.V > 0. Ta có 
Aỵ = y/x + Av - yfx : 

Ay _ yjx 4- Ax - \íx _ (yjx + Ax - yfx)(yjx + Ax + yfx) 

AlX Ax Ax(yịx 4- Ax 4- -v/r ) 

X 4- Ax — X _ 1 

Ax(\fx + ~Ax + yfx) \fx + A.V 4- Vx 

1; „ Ay 1 1 

lim -—= lim —J== == - 

A.V— >0 Aằ' Aa~40 VA' + Ax + VA 2va 

Vậy đạo hàm của hàm số y = VÃ là y' = ——=. 0 


‘có thể trả lời ngay được không, nếu yêu cẩu tính đạo hàm của hàm số /( x) = VÃ 
tại A = -3 ; A = 4? 
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II - ĐẠO HÀM CỦA TỔNG, HIỆU, TÍCH, THƯƠNG 

1. Định H 

ĐỊNH LÍ 3 


Giả sử u — u(x), V = v(.v) là các hàm số có đạo hàm tại điểm 
.Y thuộc khoảng xác định. Ta có : 

(u + vy-ư + v’ ( 1 ) 

(u - v)' = ư - v’ (2) 

(uvỴ — ù'v + uv' (3) 

( “) _ u v ~ wv' 
l V J V 2 


(v = v(jf) 0). 


( 4 ) 


Chứng minh . Ta chứng minh các công thức (1) và (2). 

Xét hàm y = u + V. Giả sử Ay là số gia của X. Ta có số gia tương ứng của u 
là Au, của V là Av và của y-u + V là 

Av = [(li + Au) + (v + Ar)] - ị 11 -h v) = Au + Av. 

Ay Au + Av 
Ax Ax 


lim ^ = 
Aa' — ^ 0 Ax 


Au 

lim —— + 

Aa" — ^ 0 Ax 


UI , , 

lim —— = u + V . 
Ax->0 Ax 


Vậy (u + vỴ = ù + v\ 

Chứng minh tương tự, ta có (u - v)’ = ù - v\ * 

Bằng quy nạp toán học, ta chứng minh được 

(u I ± «2 ± ... ± u n Ỵ = u\± u' 2 ± ... ± u' n . 


Các công thức khác được chứng minh tương tự. 


Ã/ 

" NÁp dụng các công thức trong Định lí 3, hãy tính đạo hàm của các hàm số 

y = 5x 3 - 2x 5 ; y = -x 3 \fx. 
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Ví dụ 1. Tìm đạo hàm của hàm số V — A'“ — xur*. 


Giải. (.V 2 -X 4 + 4x)' = 2x - 4.V 3 + ~ 

2 v.v 


Ví dụ 2. Tim đạo hàm của hàm số y = x 3 (\fx - JC 5 ). 


Giải. Ta có 


[x 3 (yfx - x 5 )\' =■ (X*Y(yfx - X 5 ) + x 3 (Jx - x 5 y 


-- 3.r 2 (yfx - .V 5 ) + !? í — 7 = - 5.V 4 ì 
V 2v X ) 


lx 2 ^- + x 3 JL -8*n ■ 

uv* 


2. Hệ quả 


HỆ QUẢ 1 


HỆ QUẢ 2 


Nếu k là một hằng số thì {kuỴ --- ku' 


(V - v(.v) * 0). 


Hãy chứng minh các công thức trên và lấy ví dụ minh hoạ. 


Ví dụ 3. Tìm đạo hàm của hàm số ỵ = 


Giải. Ta có 


1 - 2x 

7+3 


1 - 2à' Ỵ _ 0 - 2x)'(x + 3) - (1 - 2x)(x + 3)’ 


.V + 3 


(X + 3) z 
-2(x + 3) - (1 - 2x) 
(x + 3 ) 2 


(X + 3ỵ 
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III - ĐẠO HÀM CỦA HÀM Hộp 

1. Hàm hợp 


g f 



Hình 65 

Giả sử u = g(x) là hàm số của X, xác định trên khoáng (a ; b) và lấy giá trị trên 
khoảng (c ; í/) ; y = f(u) là hàm số của //, xác định trên (r ; cl ) và lấy giá trị trên 
R. Khi đó, ta lập một hàm số xác định trên (ứ ; b) và lấy giá trị trên E tlieo 
quy tắc sau (h.65) : 

X •-> f(g(x)). 

Ta gọi hàm y =f(g(x)) là hàm hợp của hàm y = ỷ\u) với u - gịx). 

Ví dụ 4 . Hàm số V = (1 - -V 3 ) 10 là hàm hợp của hàm số y = ỵ () với ỉ/ = 1 - -V 3 . 

Ví dụ 5. Hàm số y = sin(ứ;/ + ỵ) là hàm hợp của hàm số y = sin// với 
u = Cút + ỵ; (ứ, ylà những hằng số. 

R* __ ' 

Hàm số V = v.v + -V +1 là hàm hợp của các hàm sô nào ? 

ĩ. Đạo hàm của hàm hợp 

Ta thừa nhận định lí sau đây. 

ĐỊNH LÍ 4 

^ Nếu hàm số u - g(x) có đạo hàm tại X là li v và hàm số V =f(n) ^ 
có đạo hàm tại u là y' u thì hàm hợp V =ý{g{x)) có đạo hàm tại 
-V là 

^_ y '.V = y , n-« , .v _ y 


‘-Đ.SỐ 11 
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„ 3 

Ví dụ 6. Tìm đạo hàm của hàm sô y - (1 - 2x ) . 

Giải. Đặt M = 1 - 2x thì y = u , y' u = 3u , u' x = -2. 
Theo công thức tính đạo hàm của hàm hợp, ta có 

y'x = y'u M 'x = 3m 2 .( - 2) = -6w 2 . 
Vậy >'' t = - 6(1 - 2x) 2 . ■ 


Ví í/m 7. Tim đạo hàm của hàm số V = ——— 7 . 

3jc - 4 


Giải. Đạt u — 3a‘ — 4 thì y = —. 

u 

Theo công thức tính đạo hàm của hàm hợp, ta có 


>’’.v =y'u M 'x 


_5_ = -15 

M 2 * (3.Y-4) 2 ' 


Bảng tóm tắt 



Bài tập 

Bằng định nghĩa, tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
2 

a) y = 7 + JC — JC tại A'o = 1 ; 

3 . 

b) y = X - 2x + 1 tại .Y 0 = 2. 


)2 


11 b -Đ.SỐ 11 





2. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
a) y = X 5 - 4x 3 + 2x - 3 ; 

, _ X 4 2x 3 , 4x 2 ,. 

^ y - 2 3 + 5 ’ 

3. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 

a) y = (x 7 - 5x 2 ) 3 ; 


, X „ _ 1 1,2 n -4 . 

b) y = — x+x - 0,5x ; 
4 3 

á)y = 3x 5 (8 - 3x 2 ). 


b) y = (x 2 + 1) (5 - 3x 2 ) ; 


c) y = 


x 2 -l 


d) y = 


3 - 5x 

X 2 - X + ỉ 


e) y = m + —— ( m , « là các hằng số). 

V X 2 


4. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
a) y = X 2 - X\fx + 1 ; 


b) y = y2 - 5x - X 2 ; 


c) V = . (a là hằng số) ; d) y 

' Ịa 2 - X 2 


1 + X 


5. Cho y = X 3 - 3x 2 + 2. Tìm X để : 
a)/>0; 


b) y<3. 


ĐẠO HÀM CỦA HÀM SỐ 
LƯƠNG GIÁC 
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ĐỊNH LÍ 1 


.. sin.v 
lim —— = 1. 

.V—>0 X 


Vỉ' dụ 1. Tính lim 


tan .V 


.V—>0 -V 


Giảỉ. Ta có 


tan .V 


lim 

.V—>0 X 


lim 

.v-*0 


sin .V 1 ^ 


V X cos Ạ *) 


sin.v 1 

lim ——. ■ lim -—-— = 1. a 

.V—>0 X ,v-»0 cos X 


Ví dụ 2. Tính lim 

X —>0 


sin 2 .V 


Giải, lim S1 — - = lim 2, 

.V —>0 X .V— >0 V 2.\ J 


{ sin2.v N \ _ sin2.v 
I ——— ỉ = 2 lim ■ 

X — ^ 0 2.\ 


2.1 =2. m 


Đạo hàm của hàm số y - sin X 


ĐỊNH LÍ 2 


Hàm số V = sin.Y có đạo hàm tại mọi I € R và (sin A')' = cosx. 


Chứng mình. Giả sử A.V là số gia của X. Ta có : 


... X • - . A.V 

Av = sin(.Y + Ax) - sin.Y = 2 sin—.cos 


í.. . À*' 

-V + 

V 


2; 


Ạv _ -. ị f Aa-^I 

—^ = 2 cos .V + —- 

Av l 2 J 


Av 


. A.V 
sin — 


A.V 


cos X + 


A.V 


-\ 


sin 


Ax 


2 J 


ầx 

2 


,11 —— = lim cos X -b —— . lim — 

\ ,-->() A.V Av->() V 2 ) A.V—>ơ Av 

2 


Av 


. Ax 
sin-— 
1 






Vì lim COSỊ -V + ) = cos.v (do tính liên tục của hàm số V = COS.V) 

Áy—>0 V 2 ) 


. A.V 
sin — 


V 2 _ , Ạv _ 

và lim —= 1 nên lim = ỉ. cos.v = COS.Y. 

A.Y— >0 Av A.V— >0 A.V 


Vậy y' = (sin.Y)’ = COS.Y. t 1 
CHỨ Ý 


Nếu y = sin u và li = «(.v) thì 


(sin u)' = u'. COSỈ/. 


, . f 7I N 

Ví du 3. Tìm đạo hàm cúa hàm sô y = sin 3.V + — 

V 5 J 

Giải. Đăt // = 3.V + — thì //' = 3 và V = sin II. 

5 ' 

, _ ( Tc\ 

Ta CÓ v' = u' cos // = 3cos 3.V + -7 . 

V 5 / 

3. Đạo hàm của hàm số.v = cos X 


Tìm đạo hàm của hàm số V = sin í — - .V Ị . 

■ 12 J 

ĐỊNH LÍ 3 


Hàm số V = COS.Y có đạo hàm tại mọi A' e ]R và (cos.v)' = - sin X. 
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. 3 

Ví dụ 4. Tìm đạo hàm của hàm số y = cos(a - 1). 

Giải. Đặt u — X - 1 thì ứ = 3x và y = cos u. 

Ta có 

y' = -ỉ/sinư = -3jt 2 sin(A 3 - 1). ■ 


. Đạo hàm của hàm sô y - tan X 

à. 3 


Tìm đạo hàm của hàm số f(x) = 


sinA 


cos X 


, x + kn, k eZ . 

k 2- 


ĐỊNH LÍ 4 


Tl 

Hàm số V = tan A có đạo hàm tại mọi X * + Ấ:7t, k e z và 

J 2 


(tanA)' = 


cos 2 A 


Áp dụng quy tắc tính đạo hàm của một thương đối với hàm số tan A = 

suy ra điều phải chứng minh. 

CHÚ Ý 

Nếu y = tan u và u = w(a) thì ta có 


sin X 


cos X 


(ta nu)' - 


cos 2 M 


2 

Ví í/m 5. Tìm đạo hàm của hàm số y = tan(3x + 5). 

2 

Giải. Đặt u = 3x + 5 thì ù = 6x và ỵ = tan «. 

Ta có 

, u' 6x 

y’= —- =- — — -. m 

cos 2 m cos 2 (3a 2 + 5) 






5. Đạo hàm của hàm số y - cot X 


>Tìm đạo hàm của hàm số 


y = tan 


n 


với X * kn, k e z. 


ĐỊNH LÍ 5 

s _ .. ■ ' ~~ é ' ' 

Hàm số y = cotx có đạo hàm tại mọi X * kn, k € z và 

(cot *)• = --!— 
sin X 


CHÚ Ý 

Nếu y = cot u và u = w(x), ta có 

■ w' 

(cot ù) = - 

_ sin z u 

Ví dụ 6. Tìm đạo hàm của hàm số 

y = cot 3 (3;c - 1). 

Giải. Đặt u - cot(3x - 1) thì y = w 3 . 

Theo công thức đạo hàm của hàm hợp, ta có 

y'x = y'u- u 'x = 3u 2 -u'x 

= 3cot 2 (3jr - l)[cot(3* - 1)]' 

= 3cot 2 (3* - — - 

sin 2 (3* -1) 

= 3cot 2 (3jr - 1).—^-- 

sin 2 (3x - 1) 

- 9cos 2 (3.y -1) B 

sin 4 (3* -1) 
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BẢNG ĐAO HÀM 


/ »\< n ~- 1 
(A ) = /7A- 

ÍIỴ = -2L 
{,) , v 2 

<Vữ = ' 

2\[x 

, /7 V /7-1 , 

(M ) = «7/ .77 

v«7 H 2 

(^)’= 

2 V77 

(sinA)' = COSA* 

(cosa)' = -sin A‘ 

(tan A‘)' = 

cos X 

1 

(COt.Y) = \ 

sin" X 

(sin ỉ/)' = w'.cos 77 

(cos 77)' = -7/'.sin/7 

u' 

(tan 77) = ------ 

cos" 77 

. 77 ' 

(cot 77 ) = - —-— 

sin" 77 


Tìm đạo hàm của các hàm sô sau : 
x-\ 


a) V = 


5.V - 2 
A- 2 + 2x + 3 


b) y = 


2x + 3 t 
7 - 3 jc ’ 

X 2 + 7x + 3 


Giải các bất phương trình sau 

..2 

, .. A + A + 2 

a) V < 0 với V =-—--— ; 

A - 1 

-> 

.V“ + 3 

b) V > 0 với V - ———— : 

A- + I 

. . .. 2a' - I 


c ) \' > () vói V 











3. Tim đạo hàm của các hàm sô sau : 
a) V = 5sin X - 3cos.v ; 

c) V = .V cot.v ; 


b) y 


sin X + cos X 
sin A' - cos A' 


sin .V X 

đ) y = + 


X sin A' 


e) y = vĩ + 2tan X ; 

4. Tim đạo hàm của các hàm số sau : 

a) V = (9 - 2 a')(2a 3 - 9.V 2 + 1); 

c) y = (x - 2)VA 2 + 1; 
e) y = cos 


0 y = sin 




b) V = 


óVÃ - 


X 2 ; 


(7-V - 3) ; 


2 =2 

d) y = tan X - cot X* ; 


1 + X 


7LY 


t f ( 1) , . A . . /v 2 V 

5. Tính , biết răng /U) =x và (p(x ) = 4a' + sin 

ọ\\) 2 

í, Chứng minh rằng các hàm số sau có đạo hàm không phụ thuộc X : 

. .. .6 . 6 .. , 0 . 2 _ 2 „ , 

a) y = sin X + cos .V + 3sin .Y.cos X ; 


b) V = cos 2 


r 71 ^ 

1 2 1 

(n ■ ) 

1 9 

^2tt n 

— A" 

4- cos 


+ cos 

-Y 

s 3 V 


1 3 J 


l 3. J 


+ 


+ cos‘ 


2tc 

u 


+ X 


- 2 sin 2 X. 


. Giải phương trình f\x) = 0, biết rằng : 

a) /('A*) = 3cos.r + 4sin.v + 5 a' ; 

. . v . . - (2n + x^ 

b) f(x) = 1 - sin(7T + A) + 2cos —— . 

V 2 ) 

, Giúi bất phương trình /'( x) > ĩỉ\x), biết rằng : 

a) / ( X ) = A' 3 + X - \Í2 . ỉĩix) = 3a 2 + X + y/ỉ ; 

b) f(x) = 2a* 3 - A 2 +• \fĩ. "(-'■) - V 3 + 4"— V3. 
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VI PHÂN 


I.ĐỊnh nghĩa 

k' 

'^Cho hàm số /(;r) = yfx , A -0 = 4 và Ax = 0,01. Tính/'Oo) A*- 

Cho hàm số y =f(x) xác định trên khoảng (a ; b) và có đạo hàm tại X e (a ; b). 
Giả sử Ax là số gia của X. 

Ta gọi tích/'(*)AA’ là vi phân của hàm số y -f{x) tại X ứng với 
số gia Ax, kí hiệu là ảf(x ) hoặc d>\ tức là 

áy = áf(x) = f\x)Ax. 

CHÚ Ý 

Áp dụng định nghĩa trên vào hàm số y = X, ta có 
áx = d(x) = (x)'Ax = 1 .Ax = Ax. 

Do đó, với hàm số y = f(x ) ta có 
áy = áf(x) = f\x) áx. 

Ví dụ 1. Tìm vi phân của các hàm số sau : 

3 

a) y — X - 5x + 1 ; 

b) y = sin X. 

Giải 

a) y = X 3 - 5x + 1, y' = 3x 2 - 5. 

Vậy dy = d(x 3 — 5x + 1) = /cừ = (3x 2 - 5)d\'. 

.32 

b) y = sin X, ỳ = 3sin X cosx. 

Vậy dy = d(sin 3 x) = vdv = 3sin 2 x C 0 SJCCÌV. M 
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2. ứng dụng vi phân vào phép tính gẩn đúng 


Theo định nghĩa của đạo:hàm, ta có 


Do đó với |Ax| đủ nhỏ thì 

Ạy _ 


Ax 


/’(x 0 ) = lim 

Ax —>0 Ax 


f\x o) hay Ày » /'(x 0 )Ax. 


Từ dó, ta có f{x 0 + Ax)- /(xo) « f'(x 0 )Ax 

hay 


f(XQ + Ax) « /(xq) + f\x o)Ax. 


Đó là công thức tính gần đúng đơn giản nhất. 
Ví dụ 2. Tính giá trị gần đúng của >/3,99. 

Giải. Đặt /(x) = Vx , ta có / '(x) = 


2>/x 


Theo công thức tính gần đúng, với Xo = 4, Ax = -0,01 ta có 


/(3,99) = /(4 - 0,01) « /(4) + /'(4)(-0,01), 

tức là VĨ99 = >/4-0,01 « V? + —L.(-0,01) = 1,9975. m 

2V4 

Bài tạp 

1. Tìm vi phân của các hàm số sau : 

V7 .. 

a) y = ——— ( a , b là các hằng số) ; 

a + b 

b) y = (X 2 + 4x + l)(x 2 - Vx). 

2. Tìm dy, biết: 

a) y = tan 2 x ; 

,. cos X 

b) y = -—— — y . 

1 - X 2 
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ĐẠO HÀM CẤP HAI 


[ - ĐỊNH NGHĨA 


Minh v' và đạo hàm của v\ biết: 


a) V = .Y 3 - 5.V 2 + 4.V ; 

b) y = sin3À\ 


Giả sử hàm số V = /(.v) có đạo hầm lại mỗi điểm .V e (a ; h). 
Khi đó, hệ thức v' =/'(.v) xác định một hàm sô mới trẽn khoáng 
(a ; b). Nếu hàm sấy' =/'(v) lại có đạo hàm tại .V thì ta gọi đạo 
hàm của y' là đạo hàm cấp hai của hàm số V =f(x) và kí hiệu là 
y" hoặc/"ụ*). 


CHÚ Ý 

• Đạo hàm cấp 3 của hàm số y = f(x) được định nghía tưomg tự 
và kí hiệu là y’" hoạc f"\.y) hoặc / <3) (.v). 

• ƠIO hàm số V = /kv) có đạo hàm cấp /7-1. kí hiệu là/ (/,-l) (.v) 
(tì e N , // > 4). Nếu / (/,_l, (.v) có đạo hàm thì đạo hàm của nó 
được gọi là đạo hàm cáp lì của fịx). kí hiệu là ỳ n) hoặc f {in (x ). 

Ị f { in (X)=:Ịf {l ' :ì '{X ))’. 


Ví dụ. Với y - A' ? thì 

y’ = 5.V 4 . y" ~ 2().v \ y"’ ” 

(“t) I / ị ^ A ) I > í N) — - 

V = 120.V*. V - 120 và V — o voi II > s. 
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II - Ý NGHĨA Cơ HỌC CỦA ĐẠO HÀM CẤP hai 

Ồ 2 

I 

Một vật rơi tự do theo phương thẳng đứng có phương trình s = —fỉr (trong đó 
ỊỊ * 9.8 m/s ). Hãy tính vận tốc tức thời vịt) tại các thời điếm t () = 4 s ; tị - 4,1 s. 

Tính tỉ số ^ trong khoảng At = /| - /(,. 

A t 

Xét chuyển động xác định bởi phương trình s =f(t), trong đó .V =f(t) là một 
hàm số có đạo hàm đến cấp hai. Vận tốc tức thời tại t của chuyển động là 

v(r) =/'(/). 

Lấy số gia At tại t thì v(t) có số gia tương ứng là Av. 

Tỉ số — được gọi là gia tốc trung bình của chuyển động trong khoảng 
A t 

thời gian At. Nếu tồn tại 

v’(Ó = lim ~ = ỵ(t) 

Ar->0 Aí 

ta gọi v'(/) = y{t) là gia tóc tức thòi của chuyên động tại thời điểm t. 

Vì vự) =f\t) nên 

ỵự) = /"(/). 


1. Ý nghĩa Cơ học 


Đạo hàm cấp hai /"(r) là gia tốc tức thời của chuyển động 5 = f(t) tại thời 
điểm t. 



Tính gia tốc tức thời của sự rơi tự do A = Ỷ !>r 


2. Ví dụ 

Xét chuyển động có phương trình 

sự) = /4sin(rư/ + <p) (/4, ( 0 , ọ là những hằng số). 

Tìm gia tốc tức thời tại thời điểm t của chuyên động. 


173 




Giải. Gọi v(0 là vận tốc tức thòi của chuyển động tại thời điểm t, ta có 
v(0 = s'(t) = [Asm{(ữt + ọ)]' = Aũ)cos(a>t + ọ). 

Vậy gia tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm t là 

xo = s"{t) = v'(0 = -A( 0 2 sin(íy/ + (p ). K 


Bài tộp 


1. a) Cho/(x) = (x + 10)°. Tính/"(2). 


r 

( n ^ 


> /"(0), /" 7^- 

V 2^ 

Ự8 J 


2. Tìm đạo hàm cấp hai của các hàm số sau : 
1 


a) y = 1 

1 - X 

c) y = tan X ; 


b) y = 


vn 


X 


d) y = cos X. 


BẠN CÓ BIẾT 

ầ 


LAI-BƠ-NÍT (LEI BNIZ) 


Đổng thời và độc lập với Niu-tơn, nhà bác học người 
Đức Lai-bơ-nít là người phát minh ra phép tính vi phân 

và tích phân. Nhiều kí hiệu như J/(x)dx, ... và 

thuật ngữ như "vi phân", "tích phân" ... do Lai-bơ-nít 
đưa ra vẫn còn được sử dụng đến ngày nay. 



Công thức tính đạo hàm cấp n của tích hai hàm u.v ( u và 
V có đạo hàm đến cấp rí) sau đây là của Lai-bơ-nít 

(«v) (,,) = U M V+cy n ~'\’’+ c y n - 2 ) v "+... 

+cV'-' ,) v ( '’ ) +...+c"- | »'v ( ”- |) +uv w . 


Leibnii 
(1646- 1716) 


n 
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ôn tộp chương V 


1. Tìm đạo hàm của các hàm số sau 
„3 2 

X X , c 

a ) y = — -— + X - 5 ; 

3 2 


c) V = 


3a' z - 6a + 7 
4.V 


..2 4 5 6 

b) V = —-V + —r-—r ; 

•V .V 2 .v’ 7.V 4 

d) V = — + - lj; 


_ 1 + VÃ- 

e) 3 l-vir 

2. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


a) y = 2 yfx sin X - 


cos X 


c) y 


/ z + 2cos/ 


e) .y = - 


sin/ 
tan X 


sin X + 2 


f) y = 

b) V = 
d) y = 
f) V = 


-Ạ- z + 7.V + 5 
A' 2 - 3a- 

3cosa 


2x + 1 

2COSỘ9 - sin 
3 sin (p + cos (p ’ 

col X 


2VI-1 ‘ 


3. Cho hàm số /(*) = Vi+ X. Tính /(3) + (a- - 3)f(3). 

/XO) 


4. Cho hai hàm số/( a) = tanA' và £(a) 

5. Giải phương trình f\x) — 0, biết rằng 


1 — X 


. Tính 


g\ 0) 


r I \ _ <2 60 64 

f{x) = 3x + — -~~ + 5. 


X" 


6. Cho f\(x) = COSX ,/ 2 (a) = „vsinjt. Tính —■ 

A 2 /2 (1) 


7. Viết phương trình tiếp tuyến : 

X + 1 


a) Của hypebol ỵ = 


tại điểm /\(2 ; 3) ; 


v 3 2 . 4>/? 

b) Của đường cong y = x‘ + 4a - 1 tại điếm có hoành độ A'() = -1 

c) Của parabol y = x*~ - 4x + 4 tại điếm có tung độ y ( ) = 1. 
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8. Cho chuyên động tháng xác định bởi phương trình s = 
đó t được tính bằng giày và s được tính bằng mét. 

a) Tính vận tốc của chuyển động khi t — 2 s. 

b) Tính gia tốc của chuyển động khi t = 3 s. 

c) Tính gia tốc tại thời điểm vận tốc triệt tiêu. 

d) Tính vận tốc tại thòi điểm gia tốc triệt tiêu. 

9. Cho hai hàm số 

I _ .V 2 

y = — 7 =- và y = —pr. 

' w 2 ' v2 

Viết phương trình tiếp tuyến với đồ thị của mỗi hàm 
điểm của chúng. Tính góc giữa hai tiếp tuyến kể trên. 


Bài tộp trắc nghiệm 


Chọn phươtìỉị án dúnp : 

X 2 - 2.V + 5 


10. Với g(x) = 
(A) 1 ; 


.V- 1 

(B) -3 ; 


; o\2) bằng : 


(C) -5 ; 


3 2 ( TtV, ' 

11. Nếu/(.v) = sin' .V 4- .V thì /' ị- bằng : 

(A) 0 ; (B) 1 ; (C) -2 ; 

12. Giả sử h{x) = 5(.v + 1 ) 3 + 4(.v + 1). 

Tập nghiệm của phương trình h"(x) = 0 là : 

(A) [-1 ; 2] ; (B) (- 00 ; 0] ; (C) {-] } ; 

3 2 

13. Cho f(x) = X- + X- +X. 

Tập nghiệm của bất phương trình/’(.v) < 0 là : 

(A) 0 ; (B) (0 ; +ao) ; (C) [-2 ; 2] 


3 2 

f — 3 r - 9r. trong 


sỏ đã cho tại giạp 


(D)0. 


(D)5. 


(D) 0. 


(D) (-00 ; +00). 


a -Đ.SỐ 11 
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ôn tộp cuối nơm 


I - CÂU HỎI 

1. Nêu định nghĩa các hàm số lượng giác. Chỉ rõ tập xác định và tập giá trị 
của từng hàm số đó. 

2. Cho biết chu kì của mỗi hàm số y = sin X, y = cosx, y = tan X, y = cotx. 

3. Nêu cách giải các phương trình lượng giác cơ bản, cách giải phương trình 
dạng ứsinx + bcosx = c. 

4. Viết công thức tính số hoán vị của tập gồm n phần tử (n > 1). Nêu ví dụ. 

5. Viết công thức tính số chỉnh hợp chập k của n phần tử, công thức tính số tổ 
hợp chập k của n phần tử. Cho ví dụ. 

6. Viết công thức nhị thức Niu-tơn. 

7. Phát biểu định nghĩa xác suất (cổ điển) của biến cố. 

8. Nêu rõ các bước chứng minh bằng phương pháp quy nạp toán học và cho 
ví dụ. 

9. Phát biểu định nghĩa cấp số cộng và cộng thức tính tổng n số hạng đầu tiên 
của một cấp số cộng. 

10. Phát biểu định nghĩa cấp số nhân và công thức tính tổng n số hạng đầu tiên 
của một cấp số nhân. 

11. Dãy số (u n ) thoả mãn điểu kiện gì thì được gọi là có giới hạn 0 khi n dần 
tới dương vô cực ? 

12. Viết công thức tính tổng của một cấp số nhân lùi vô hạn. 

13. Định nghĩa hàm số có giới hạn +00 khi X —> - 00 . 

14. Nêu các giới hạn đặc biệt của dãy số và của hàm số. 

15. Nêu định nghĩa hàm số liên tục tại một điểm, trên một khoảng. Nêu nhận 
xét về đồ thị của một hàm số liên tục trên một khoảng. 

16. Phát biểu định nghĩa đạo hàm của hàm số ỵ =f(x) tại X = x 0 . 

17. Viết tất cả các quy tắc tính đạo hàm đã học. 

18. Giả sử y = f(x) là hàm số có đạo hàm tại x 0 . Hãy viết phương trình tiếp 
tuyến của đồ thị hàm số đó tại điểm Mq(xq ;/(a'o)). 

II - BÀI TẬP 

1. Cho hàm số y = cos 2x. 

a) Chứng minh rằng cos2(x + kn) — cos2x với mọi số nguyên k. Từ đó vẽ 
đồ thị (C) của hàm số y = cos2x. 
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^ 7t 

b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có hoành độ Jt = -J. 


c) Tìm tập xác định của hàm số z = 


' 1 - cos 2x 
1 + cos 2 2x 


2. Cho hàm số V = 


6 + 7 sin 2x 


a) Tính A = ——————-, biết rằng tan ú! = 0,2. 

6 + lsin2a 

b) Tính đậo hàm của hàm số đã cho. 

c) Xác định các khoảng trên đó / không dương. 

3. Giải các phương trình : 

, o • *_ 2 „ _ 2 . 2 „ 

a) 2sin—cos A' - 2sin—-sin X = cos A - sin X ; 

2 2 

b) 3 cosa' + 4sinA = 5 ; 

c) sinA' + COSA' = 1 + cos X sin X ; 

d) y/\ - COSA' = sinA (a <e [71 ; 3tt]) ; 

( X ^ . ( X \ 

e) cos — - 3sinA' sin.v + 1 + sin— - 3 cosa COSA' = 0. 

V 4 ; V 4 

4. Trong một bệnh viện có 40 bác sĩ ngoại khoa. Hỏi có bao nhiêu cách phân 
công ca mổ, nếu mỗi ca gồm : 

a) Một bác sĩ mổ và một bác sĩ phụ ? 

b) Một bác sĩ mổ và bốn bác sĩ phụ ? 

5. Tìm số hạng không chứa a trong khai triển của nhị thức 

1 ,v° 

\a J 

5. Chọn ngẫu nhiên ba học sinh từ một tổ gồm có sáu nam và bốn nữ. 

Tính xác suất sao cho : 

a) Cả ba học sinh đểu ià nam ; b) Có ít nhất một nam. 

7. Một tiểu đội có 10 người được xếp ngẫu nhiên thành hàng dọc, trong đó có 
anh A và anh B. Tính xác suất sao cho : 

a) A và B đứng liền nhau ; 

b) Trong hai người đó có một người đứng ở vị trí số 1 và người kia đứng ở 
vị trí cuối cùng. 
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8 . Tìm cấp số cộng tăng, biết rằng tổng ba số hạng đầu của nó bằng 27 và 
tổng các bình phương của chúng bằng 275. 

9. Cho biết trong một cấp số nhân, hiệu của số hạng thứ ba và số hạng thứ hai 
bàng 12 và nếu thêm 10 vào số hạng thứ nhất, thêm 8 vào số hạng thứ hai 
còn giữ nguyên số hạng thứ ba thì ba số mới lập thành một cấp số cộng. 
Hãy tính tổng của năm số hạng đầu của cấp số nhân đã cho. 


10. Tính các giới hạn sau : 


a) lim 


{lì + 1)(3 - 2 nỴ 


b) lim 


n - 1 


1 JL. ỉ ỉ 1 

——-1-—-1-—-h ... H-—- 

K/r + 1 //“ + 1 lử + 1 ỉỉ~ + 1J 




+ 1 + n 


c) lim 

2 n + 1 

d ) lim \fni\fn~- 1 - 4n 


K 

lì cos —- 

11. Cho hai dãy so (//„), (v /; ) với u n = — và r /7 = ——— 

ir + 1 n~ + ỉ 

a) Tính lim//,,. 

b) Chứng minh ràng lirnv,, = 0. 


12. Chứng minh rằng hàm số y — cos.v không có giới hạn khi X —> +CO. 

ị 

X - V3.Y - 2 


Tĩnh các giới hạn sau : 



6-3.V 



a) lim . p= ==■ ; 

b) 

lim - 

' ^ - V2.V 2 + 1 


.V—>2 




x~ — 3.V + 1 



c) lim -——- ; 

d) 

lim 

•V—>2 + -V - 2 


.V—>1 _ 

2.V - 1 



e) lim 

f) 

lim 

,v --» + x, -V 4- 3 


.V— 

g) lim (-2.v ? + X 2 - 3.V + 1). 



.V—>-x 




a 


X + X + ... + .Y 


- .Y 


X + V 4.V 2 
2^-~3x 
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14 . Chứng minh rằng phương trình sau có ít nhất một nghiệm : 

sin -Y = Jf — 1. 

15 . Phương trình sau có nghiệm hay không trong khoảng (-1 ; 3) : 

.V 4 - 3.V 3 +.1-1=0? 

16 . Giai các phương trình : 

a)/'(.v) = ịị(x) vói /(.y) = sin 3 2.Y và g(x) = 4cos 2.Y - 5sin4.v ; 


b) /'(. y) = 0 với f(x) = 2ƠCOS 3.Y + 12cos 5.Y - 15cos 4.Y. 


17 . Tính đạo hàm cứa các hàm số sau : 

ĩ 

a) y = —7—; 

cos 3.Y 


I . cos \lx 2 + 1 

b) y° ì , : 

V.v + 1 


- 2. . ~ ...... sin.Y - .YCOS.Y 

c) V = (2 - .Y ) COS.Y + 2.Y sin.Y ; 0) y =-—— 7 - 

COS.Y + .vsin -V 

18 . Tính đạo hàm cấp hai của các hàm số sau : 

.. 1 ux .. ỉ 

a) y = ——7 : b) y = ——-: 

.Y + l ■ .Y(l-.Y) 

'y 

c) y = sin a .Y (ư là hằng Số) ; d) V = sin“.Y. 

19 . Cho hàm số 

3.2 

/(.Y) = + b.x + C.Y + d. (O 

Hãy xác định các số /+ c, il, biết rằng đồ thi (C) của hàm sỏ y = /(.Y) đi qua 

các điểm (-1 ; -3), (1 : -ĩ) và /’ị^1 =0. 

20. Cho các hàm số 


f(x) = X 3 + bx 2 +cx + d, (C) 

g(x) = -V 2 - 3.V + 1. 

Với các số b, c, d tìm được ở bài 19, hãy : 

a) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có hoành độ X = -1 ; 

b) Giải phương trình/'(sin.Y) = 0 ; 


c) Tim 


/”(sin5.v) + 1 

1 1 m ' ;■ . . .— . 

.V—>0 g'(sin3.Y) + 3 
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ĐÁP SỐ - HƯỚNG DẪN 


TỈƯƠNG I 

1. 

. a) tan* = 0 tại -V e {-7C, 0, n) ; 

^_ , _ í 3tĩ 71 5tĩ 

b) tan* = 1 tại * e 

(444 

c) tan* > 0 khi 

d) tan* <0 khi 


*e 


(i*Mt4 


a) D = R \ịkn, k e z } ; 

b) D= R \{k2n,ke z } ; 

Sn . , 


c) D = R \ Ị^ + ẤT7t, k e zj ; 

d) D = R \ Ị -| + *7t, *€ zỊ . 

T ất/ V i'í*rt 1> min tfi ir* /ì 


i. Lấy đối xứng qua trục ớ* các phần đồ thị 
hàm số y = sin* trên các đoạn [7t + k2n ; 
2n + k2n], giữ nguyên các phần đổ thị 
còn lại (k e Z). 

: y = sin 2* là hàm số tuần hoàn với chu kì 
7ĩ và là hàm số lẻ. Từ đó suy ra đổ thị của 
hàm số này. 

. Cắt đồ thị hàm số y = cos * bởi đường thẳng 
y = —, xác định hoành độ giao điểm. 

. * e (k2n ; K + k2n), k e z . 

. * eỊj + /:27t;y + £27tj, Ả'e z . 

. a) 0 < cos* < 1, > <3, y max = 3 

<=> * = k2n, ke z . 

) 3 - 2 sin * < 5, y max = 5 

<=> * = --- + k2n, ke z . 

2 


§2. 

1. a) * = arcsin r - 2 + k2ĩi, 

3 

* = K - arcsinẬ - 2 + k2n, ke z ; 

3 

7Ĩ 271 

b) *= -^+'k-~,ke z ; 

6 3 

, .. 7t . 3 tc 

c) * — — + & —— , k e z Ị 

2 2 

d) * = - 40° + £180°, 

* = 110° + £180°, k e z . 

2. X = kn, X = — +k^-, k e z. 

4 2 

2 

3. a) * = 1 ± arccos^ + Ả'27T, k e z \ 

3 

b) * = ± 4° + Ả’. 120°, Ả' e z ; 

, .. 1 Ỉ7Ĩ , 47t 5 tc , 471 , _ _ 

18 3 18 3 

d) X -±^- + kn, X -±~ + kn , k e z. 

6 3 

7T 

4. x=-— + kn,keZ. 

4 

5. a) A' = 45° + k\ 80°, k e z ; 

b) * — — H—— + k — , k e z Ị 

3 18 3 

c) * = ~r + k^, X = Att, k e z . 

4 2 

d) * = k ^-, * = + Ấ:7t, Ả' e z. 

3 2 

6. *= ~ + kị,k e z. 

12 3 

_ . 71,71 7Ĩ , „ 

7. a) * = — + *—,*= - — + Ả'7X, k e z . 

16 4 4 

b) .v = -^ + Ắ-^,Ấ: e z. 

8 4 


82 





§ 3 . 

1* X = £ti, X = 7 + k2n, k e z . 

2 

2. a) * = k2n, X = ±7 + £271, ke z : 

3 

b)x = £ 7 ,x = ±^+£tĩ, £ e z 
2 8 

3 . a) X = £471, Ả' e z ; b) X = 7 + k2ĩi, 
5n 


6 


X = —- + £27t, X = arcsin 
6 

X = 7t - arcsinị^-^-J + k2n, ke z ; 

c) + ẪT7T, X = arctan 1 -7 1 + kn, k e z ; 

4 V 2; 

d) X = 7 + £ 7 T 

4 

X = arctan(-2) + kn, ke z . 

4. a) X = — + £7r, 

4 

Ỵ 3Ì 

X = arctan ~7 + kn, k e z ; 

i 2 ) 

7t 

b) X = -7 + £71, X = arctan3 + kn, ke z ; 

4 

71 

c) X = -7 + £71, X = arctan(-5) + ẤTK, £ € z ; 

4 

d) X = — + kĩĩ, X = — + £tc, ke z . 

2 6 

5. a)x= + £27t, x = -7^ +k2ĩĩ,ke z ; 

12 12 

a , J[ , , 2íi , _ 

b) *=—+,+ £——, £ e z 

3 6 3 


6. a) x = ^- + k^,k e z. 

10 5 

b) X = kn, X - arctan 3 + £tt, k e z. 

Ôn tập chương 1 

1. a) có ; b) không. 

ị Tt 3ix) 

2. a) X e Ị 2’ 2 I ;b ' ) ' ve (-7Ĩ;0)u(7ĩ, 2n). 

3 . a) 1 + cos X < 2 => y < 3, y max = 3 

<=> X = k2n, k e , z ; 

b) y < 1, y = 1 
’ ■’ ’ - r max 

2rc _ „ 

<=> X = — + £271, k e z . 

3 

2 

4. a) X =-1+ arcsin 7 + £2TT, keZ \ 

3 

2 

X = 7t — 1 -arcsin 7 + £2TC, ke z. 

3 

b) X = ì -—■ + £tĩ, X' = ì 77 + £71, £ e Z; 

8 8 

c) X = ±-^ + £2tc , k e z ; 

3 

J\ 571 7T 

d) X = 777 + £ 7— , k e z 

144 12 

5. a) X = £271, X = ±7 + £271, £ e z ; 

3 

b) X = 7 + £ 71 , X = arctan + £ 71 , £ e z ; 

2 15 

c) X = £271, £e z ;X = K- 2a+k2n,ke z 

(với cosor = 7= ; sina = — 7 =- ). 

Js yÍ5 

. „ 271 

d) Điều kiện sin X * 0, X = ± + kln. 


(với cosa = 7 ; sin a = —). 


771 7Ĩ 

c) X = 77 + k2n, X = --7 + £2tc, £ e z ; 

12 12 

d) X = — - — + £tt , £ € z ; 

4 2 

„ ._ 5 __ 12 . 

(với sin« = — ; cos« = —). 

13 13 


CHƯƠNG II 

§ 1 . 

1. a) 4 ; b) 4 2 = 16 ; c) 4.3 = 12 ; 
2.42. 3. a) 24 ; b) 576. 4.12. 

§ 2 . 

1. a) 6 ! ; b) 3 X 5! ; c) 414. 

2.10!; 3.210. 4 .360. 

5. a) 60 ; b) 10. 6 . 20. 7. 60. 
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§3. 

2. 12. 3. /í = 5 4. 28. 5. -1. 

6 . a), b) Gợi V. Khai triển 1 1 10 = (10 + 1 ) 10 , 
101 100 = < 100+ I) 100 . 

§4. 

1. a) Q = {.V.Y.V, .V.S7V. MS.Y. .VMS'. NNS, MSN. 

SNN. NNN }. 

b) ,A = I sss, SSN, SNS, SNN) ; 

/? = |5W/V. /V.SM A0V.S} : 
c = ( SSN. NSS, SNS, NNS . /VVM SNN, NNN ị. 

2 . a) Q ={(/,/): 1 < < 6 Ị. 

3. a)Q = IU.2UI.3I, {1.4}. {2.3}, (2. 4|. 

{3.4}}. 

h) 4 = {{ 1.3}, {2.4}}; 

B- {Ị 1,2}, {1.4Ị, {2,3}. {2.4}. {3.4}}. 

4. a) A = / 1 | í"w \2 ; B = Aị ; 


c ■■= (.4ị 0/12 )U(/1| n.l,) ; I) = /lị O'/!,. 

b) ///>). I) là biên cố "Cá hai người đểu bắn 
trượt" 

5. a) Q= Ị 1.2. 10} : 

b) 4 = {1,2, 3. 4, 5} ; B = {7, 8 , 9, 10} : 
C' = {2 4 6 8 

6 . a) Q = Ị.v. NS, NNS, NNNS, NNNN} ; 
b) /\ = (s. NS' NNS Ị :B= { NNNS. NNNN } 

7. a) Í2 gổm cúc chinh họp chập 2 cua 5 chừ 
số 1.2.3.4Õ; 

b) A = {(1.2). (I. 3), ụ, 4). (1.5). (2, 3), 
<2, 4). (2, 5). (3, 4). {3, 5). (4. 5)Ị ; 
B = {( 2 . 1 ), (4.2)} ; c = 0 . 

§5. 

l.c) p(4) = ~, P(Z?) = ịỊ-. 

36 36 

l. b)A = {1. 3,4} : B = {{1,2. 3}, {2. 3,4}} : 

0 PM) = ị, P(ổ) = ị. 



. 2.1 1 
4. a) 4, b) 4,0 4. 
3 3 6 


a) * 0.000 003 7 ; b) * 0,28123; 
c) * 0.000 133. 

... 2 u ' 

3 3 


_ 12 

13 

7. a) Đòc lap : b) — 

; c) —. 

25 

25 

On tập chương II 


4. a) 1176; b) 420. 

5. at = 0.1 ; b> 0.2 

8 200 


6. a) b'»——. 

7. * 0,42 13. 

105 210 


2 3 1 

1 i 

8. a> —; b) -; C) 4, 

' i 

jc 

•1 

o\ 

5 5 5 

4 4 

CHI om; III 


§1- 


1 2 

3 

4. at .V, - 4 y 

,s\ 

1 9 2 3 

3 4 


§ 2 . _ 

3. !))//.,= V// i 8 với // e N 


4. a) Dãy si) giám : b) Day sò làng : 

C) Dãy so không tàng cũng không giám ; 
d I Dãy so giám. 

5. a) Dãy sò bị chặn dưới vì u n > 1 ; 

b) Dãy sò bị chặn vì 0 < II„<~ ; 

c) 0 < //„ < I ; d) -\/2 < U" < \fĩ . 

§ 3 . 

1. a.)/i, = 3. il =• 2 ; b)//| = -ị,i/=ị: 

1 ‘92 

c) Dãy sỏ không phái là cáp sò cộng ; 
du/, =2.J=-~. 

2 . a> // j = 16. í/ = -3 : 


b) //, = 3. <7 = 2 ; II ị = -17. cJ= 2. 

3. Đáp sô được dê trong ngoặc đơn của báng. 


"l 

ả 

»n 

n 

s„ 

__2 

(3) 

55 

20 

(530) 

(36) 

-4 

(- 20 ) 

15 

120 

3 

4/27 

7 

(28) 

(140) 

(-5) 

( 2 ) 

17 

12 

72 

1 

-5 

(-43) 

( 10 ) 

-205 
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4. a) /?„ - 0,5 + 0,18/7; b) h 21 =. 4,28 (m). 
5. 78. 


§4. 


2. a) í/ = 3 ; b) /í| = -ý ; c) II - 7. 


3. a)*r/ = 3 : ^. ',3,9,27; 


• í/ = -3 : ị, -1,3.- 9, 27: 

7 3 

200 100 50 _25 _25 

3 • 3 • y- 


4. 1,2. 4. 8, 16. 32. 


5. Sau 5 năm : «1,9 triệu người ; Sau 10 năm : 
« 2,1 triệu người 

, ..... vĩõ __ A! _ , 

6. Biêu diên <7 . -<1,,.-— vơi /7 > 1 . 

//■+ 1 lì 


Do dó dãy sổ (a n ) là cấp số nhãn với công 



Ồn tập chương III 

. 1. Cáp số cộng là dãy sỏ' táng nếu d > 0 và 
giam nếu (I < 0. 

2. a) //„ < 0 với mọi n : 

b) Các số hạng dan dấu. 

5. Dùng phương pháp quy nạp toán học. 

6 a)2.3. 5.9. 17. 

7. a) Dày so tâng, bị chặn dưới. 

b) Dãy sỏ bị chặn, không lãng cũng không 
giam 

c) Dãy sô giam và bị chặn vì 


0 < u„ 


1 

\íĩ +1 ’ 


8. a)/íị = 8.í/ = -3: 

b) //] = 0. d = 3 : u I ~-ỉ2.d = —-. 

9. a) ỉ/| = 6. q = 2 ; b) í/| = 12, CỊ = 2 ; 

c) /7 1 = 1. q = 2. 

10. A = 24°. B = 48°. c = 96°, D = 192°. 


I 

11. í /1 = 1 hoác í/T = -•. 12. 6 m~. 

3 


CHƯƠNG IV 

§ 1 . 

1. a) u„ = — (kg); 


c) Chú ý : 10 6 g =10 6 10 3 kg = ~ kg. 

10 y 

,3 _ ..3 

3 . a) 2 ; b)-^-; c) 5 ; d)4 . 

2 4 

. . „ _ 1 , , 1 . c _ 10 

" 4" 3 11 


6. 7. a)+x:b)-x; c) ; d) +x. 

99 , 2 

8. a) 2 ; b) 0. 


§ 2 . 


1. a)ị: b) -5. 

2. Hàm sô V =/lv) không có giới hạn khi .V —» 0. 

3. a) -4 ; b) 4. ; c)--. d) - 2. e) 0 : f) -X . 

6 

4. a) +00 ; b) +00 ; c) -X . 

5. b) lim /í.v) = 0, lim /(.v) = -x, 

.V—>- X ,v->3 

lim /(.V) = +x. 

6. a) +x ; b) +x ; c) +x ; d) -1. 

7. a )<r = <p{d)=-4—: 

d-f 

b) lim <p{d) = +x , lim #>(</) = -X , 
</~>/ + (/->/■ 

lim ỹ?(í/) = f. 

(Ị —> +x 

§3. 

1. y =/(.v) liên tục tại .Vọ = 3. 

2. a) y = g(.v) không liên tục tại ,v„ = 2 ; b) 12. 

3. a) y = /(.v) liên tục trên (-X ; - I) và 
(-1; +x). 

4. a) y = f(x) liên tục trên (-X ; -3). (-3 ; 2) 

và trên (2 ; +x) ; b) V = gt.v) liên tục trên 

các khoang Ị+ kn ; + A'rc'j với k 6 z. 

5. Ý kiến dũng. 
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6 . b) HD. Xét hàm số f(x) = cosx - X trên 
R và hai số 0 , 1 . 

Ôn tập chương IV 

2. lim u n = 2. 3. HOAN. 

5. a) ị; b)ì; c)-oo ; d)-co ; e)^; f) 

6 . a) lim f(x) = +00 ; lim g(x) = +00 ; 

A-»0 X-*Q 

lim f(x) = - 1 ; lim g(x) = +00 ; 

„v-»+oc X-H -00 

b) Hình 60a) là đồ thị của y = g(x), Hình 
60b) là đồ thị của y = f(x). 

l.y = g(x ) liên tục trên R . 

8 . HD. Xét dấu /(0),/(l),/(2) và/(3). 

CHƯƠNG V 

81 . 

1. a)/(2) -/(1) = 7 ; 
b)/(0, 9) -/(1) = -0,271. 

2. a) Ay = 2 Ax, = 2 ; 

Ax 

Av 

b) Ay = Aa(2x + Ax) ; —— = 2x + òa ; 

Ax 

c) Á}’ = 2Ax[3x 2 + 3xAx + (Ax) 2 ] ; 

= 6 x 2 + 6 x Aa' + 2(Ax ) 2 ; 

Ax 5 

A .. Av . Ay 1 

d) Ạ y = —-—— ; -ý- = — -——. 

a(a' + Aa) Aa' a(a + Aa) 

3. a) 3 ; b) -ị;c)-2. 

4 

ị. HD. Chứng minh / gián đoạn tại x = 0. 
Từ đó suy ra / không có đạo hàm tại 
điểm đó. 

5. a) y = 3a' + 2; b) y = I2x - 16 ; 

c) y = 3a + 2 và y = 3x -2. 
s. a) y = -4(a - 1 ); b) y = -(x + 2); 

c) y = ~7 + 1 và y=~ - 1 . 

4 4 

7. a) 49,49 m/s ; 49,245 m/s ; 49,005 m/s ; 
b) 49 m/s. 


§ 2 . 

1 . a) -1 ; b) 10. 

2. a) 5a- 4 - 1 2a 2 + 2 ; b) -2.V 3 + 2 a - ị ; 

3 

c) 2 a 3 - 2a- 2 + |.r ; d) -63 a 6 + 120a 4 . 

3. a) 3a- 5 (a 5 - 5) 2 (7a 5 - 10); 

u\ A.. /"5.2 1 \.„\ -2(A"+1) 

b) -4 a (3a- - 1); c) - — — - ; 

(-V 2 -!) 2 


d) 


5a 2 -6a-2 6 n( n \ 

~Y~ ,; 2 ;e) ~ 3 m+ 2 

(x 2 -x + l) 2 A 3 V X 2 ) 


A- 3 V 

-2x-5 


4 . à)2x- ịyfx ;b)- --- 

2 Ĩ^Sx-x 1 


A- 2 (3a 2 -2+) . 
c) ị — --——■ f d) 


3-A 


I 


a 2 -* 2 ) 3 


>7(W 


■V) 


5. a) x < 0 hoặc X > 2 ; b) 1 - V 2 < A' < 1 + V 2 . 

§ 3 . 


1 . a) 


(5x-2Ỵ 


; b) 


23 


(7-3.V) 


2 ’ 


-2(2a' 2 - 3x -9) ^ -1 Oa 2 - 6x + 9 . 

c) —; d)- Ỷ —~r . 

(3-4a) 2 a 2 (a--3) 2 

2. a) (-1 ;1) u (1 ; 3); b) (- 00 ; -3] u [1 ; + 00 ); 

( 1-VĨ9 1 + a/Ĩ9 A 

c) -- - - ■ 

V 2 2 


3. a) 5cos A + 3sin A ; b) 


(sin a-cosa) 


2 ’ 


c) cot X - 


■ 2 „ ’ 
sin A' 

d) (a cos X - sin x) 


2 . 2 
VA' sin A 


e) 


1 


cos 2 A' V1 + 2 tan A 


;f) 


Acosv/Ă 2 +1 


4. a) -2(2v" -9x + 1) + ( 6 v 2 - 1 8 x) (9 - 2 a) ; 


b) 


2 ^ 


WA A'V 


(7a - 3) + 7 


v/x 2 +1 
1 8a') (9 - 2a) ; 
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T..2 . ĩ , x(x—2) 
c) Va +1 "I— , ■ • ỉ 




X +1 


2 tan X 2.V 
d) -^- + —^ ;e) - 


_ 2 .. ' ...2 2 

cos x sin A 


1 . A- 

—-—-sin—— 
(1 + X) 1 + -* 


5. I. 
2 


JI 3 

7. a) X = (p + + k2n, (k € Z) với C0SỘ9=J ; 


b) 


X = 7C 4- Ả'4tĩ 

71 , 4ĩĩ e Z). 

X = --T + k~- 

3 3 


8. a) (-00 ; 0) u (2; +oo) ; b) (-00 ; 0) u (1 ; +oo). 

§4. 

1. a) 


1. a) —— l — prdx; 

2 (a + b)\jx 

b) (2V+4X-X 2 -VIo+C* 2 +4a+1)xỊ^2a— 

- , 2tanx , (x 2 -1) sin X 4- 2acos a 

2. a) —“-c.lv ; b) - — - 

cos 2 A (1-A 2 ) 2 


§5. 

1. a) 622 080; 

b) /"í-|j=-9;/"(0)=0; 


ck; 


dx. 


/" 

2. a) y" = 


(1--V) 
2 sin A' 


9. 

2 ; 

; b) y" = - 


4yJ(ỉ-x) 5 

c) y" = ; d) y" = - 2cos 2a. 

cos'’ A' 


Ôn tập chương V 

1. a) y' = X 2 - X + 1 ; 

u , 2,8 15 24 

b)y = -ỷ + ị-f + ^-' 


c) y = 


3a 2 -7 
4a' 2 


. 9x 2 Vã - 6a 2 - 2VÃ + 4 

d) y =-^- 

2.V 2 

í 

e) y = — ■ . - ; 

VI(l-VI) 2 


f)y= 


-4a-- -10.V + 15 
(a- 2 -3a-) 2 


- , , (VÃ + 1)a sin A' + (2a 2 Vã + 1) COS A' 

2 a )y = --; 


b) ý - 

-3(2.\' +1) sin .V - 6 cos A' 

(2x + 1) 2 

c) y = 

2íshư-r cosí-2 

■ 2 ’ 
sin t 

d) y = 

-1 

1 

(3sinộ? + cosỹ>) 

e) y = 

2 + sin 3 X 

_ .2 ...... .. . ’ 


cos x(sin A' + 2) 


1-2 VÃ cot A' 

(2 VI-1) 2 


3. 2 +—_- 4. 1. 

4 

5. {±2; ±4}. 6.-1. 

7. a) y = -2x + 7 ; 

b) y = -5x - 3 ; 

c) y = -2 a + 3 = 0, y = 2v - 5. 

8. a)-9m/s ; b) 12m/s 2 ; 

c) 12m/s 2 ; d) -12m/s. 

1 K 

9. a) y = — 7 = A' + V2 , y = \Ỉ2x - ; 

V2 ■ 2 

b) 90°. 


Ôn tập cuối năm 

, /T W5 1 

1 . b) y = -V3.r + —— — -7 ; c) R. 

3 2 
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2. a) 


65 

113 


b) V' 


-70eos2.v 
(6 + 7 sin 2.V)" 


r X . _ 7Ĩ _ 

c ) -f“ k 7ĩ I-h Ả' 7T 

[ 4 4 


, k e z . 


3. a) Ị—+ T-// : (-l/ ^- + Ả2n, /;, A eZ>; 

1.4 2 3 I 

b) \~-a + L 27 ĩ.kez) với cos a - — : 

1 2 1 5 

3 

si IU/ = _. 

5 

C) |“ + /v2tĩ : /2;r. k.l e sj ; d) ỊíTt.-^Ị: 
1.2 ) ( 2 1 

C) Võ nyhiệm. 

4. a)A~ (| = 1560 : b)40C 4 ,. 


c, L i , C:\ 

5. 210. 6. a) —: b) l-~f- 

c c?.. 

'“10 '“10 

2.9! , . 2.8! 

7. a) ■ : b) 444. 

10 ! 10 ! 

8. II ị - 5. (/ = 4. 

9. ỉ 86. 


10 . a) 4 ; b ) 4-; c) -4 : tl) -4. 

2 7 1 

11. a)0. 

13. a) 4 : b) ~ : c) -X ; d) -X ; 
16 

e) 2 ; f) ; g) +0C. 

3 


15. HD. Xét hàm số f(.x) = .V 4 - 3.V 3 + -V -1 và 
hai số —1 ; 0. 

,, ỈK , rc 1 1 

16. a) \— + k — : — arcsin— + nn : 

(4 2 2 3 

£ _ 1 , 11MT . „ fli ^ « 1 . 

— - —arcsin— + I/IK. k, 11 . ni € z } ; 

7 7-^ ị 
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18. a) v" = - 1 —7 : b) y" - ~ — — —- 
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c) y " = -(/■ sinư.v : đ) y" =■•• 2cos2.V. 


19. 6 = -4-. <• = (). í/= -4. 

7 "> 


20. a ) V = 4.V + 1 : 
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b) ị V-arcsin —+ //2ĩĩ (7/7 .//.ả <-.'£) : 
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